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/BIORY ROZMYTE

Klasyczne pojecie zbioru zwigzane jest z logikg dwuwartosciowa (Boole'a). Dla kazdego zbioru A
zawartego w pewnym zbiorze X istnieje funkcja fa : X — {0, 1}, ktdra okresla, czy dany element
x € X nalezy do A, czy tez nie:

1 jeslixe A
fA(X)={0 T
jeslix e A

W przypadku zbiorédw rozmytych elementom x przypisuje sie stopien przynaleznosci do zbioru A.
Funkcja przynaleznos$ci odwzorowuje elementy zbioru na przedziat [0, 1]:

1,0 X —[0,1]

Zerowy Stopleﬁ przynaleinos’ci informuje' ze Funkcja przynaleznosci do zbioru "wysoki cztowiek"

element nie nalezy do zbioru.

Jedynka oznacza catkowitg przynaleznosc. 3 05

Wartosci  posrednie  oznaczajg  czeSciowg

., 0 . . : ) )
przynalezno$¢ x do A. 158 163 168 173 178 183 188 193 198
wzrost, cm



/BIORY ROZMYTE

Przyktady:
Funkcja przynaleznosci do zbioru "liczby duzo Funkcja przynaleznosci do zbioru "liczba kromek
wieksze od 1" zjadanych na $niadanie"
1 1
] o]
0.8 ] 0.8 Q
0.6 1 0.6
0.4 1 0.4 1
0.2 1 0.2 T 1
V] 0 ? P
0 4 8 12 16 0 2 4 6 8
X=liczba rzeczywista X=liczba kromek chleba

Funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych i "ostrych"
a) Wzrost b) () Wzrost

Niski Sredni Wysoki

|
} Niski | Sredni | Wysoki
|
|

160 170 80 cm 760 770 180 cm




ZBIORY ROZMYTE — DEFINICJE

Za pomoca zbioréw rozmytych mozemy formalnie okresli¢ pojecia nieprecyzyjne i wieloznaczne,
takie jak "wysoka temperatura"”, "mtody cztowiek", "sredni wzrost" lub "duze miasto". Sg to
pojecia opisowe (wielkosci lingwistyczne), nieostre, rozmyte, nie zwigzane $cisle z wartosciami
numerycznymi, zrozumiate dla cztowieka, ale trudne do przedstawienia w postaci numerycznej.

Zbior rozmyty — zbidr uporzagdkowanych par A = {(x, ua(x)) | x € X}
Centrum zbioru rozmytego A — zbidr takich punktéw x € A, w ktorych pa(x) = 1
Nosnik zbioru rozmytego A — zbidr takich punktéow x € A, w ktérych pa(x) >0

Wysokosc zbioru rozmytego A — supremum (kres gérny) wartosci funkcji przynaleznosci zbioru A:
sup ua(x), dlax e X



Przeciecie dwu zbiorow rozmytych A i B (iloczyn, cze$¢
wspodlna) — A N B, zbidr rozmyty o funkcji
przynaleznosci

Hpng (X) = (24 (X), 125 (X))
gdzie t jest tzw. t-norma. Najczesciej ma ona postac

t(2a (X), 125 (X)) = min{, (X), 15 (X)}

Suma dwu zbioréw rozmytych Ai B— A U B, zbior
rozmyty o funkcji przynaleznosci

/uAuB (X) = S(,UA(X), /uB (X))

gdzie s jest tzw. s-norma. Najczesciej ma ona postaé

(14 (X), 115 (X)) = max{uz, (X), 15 (X)}

Dopetnienie zbioru rozmytego A (—A) — zbidér rozmyty
o funkcji przynaleznosci u ,(X) =1— 1, (X)
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ZBIORY ROZMYTE — DEFINICJE

Zbidr rozmyty A zawiera sie w zbiorze rozmytym B, gdy Vr € X ,MA(JU) < MB(CU)

Zbidr rozmyty A jest rowny zbiorowi rozmytemu B,gdy Vo € X @ iy (JJ) = lip (l/)

lloczyn (produkt) kartezjanski dwu
zbioréw rozmytych Ai B
zdefiniowanych w przestrzeniach Xi Y
— zbiér rozmyty w przestrzeni XxY o

funkcji przynaleznosci
Hpe (X, Y) = Min(z, (X), 115 (Y))

dlugosc fali 400 140 50 wzrost

Suma (koprodukt) kartezjariska dwu
zbioréw rozmytych Ai B
zdefiniowanych w przestrzeniach Xi Y

— zbiér rozmyty w przestrzeni XxY o 500
dlugosc fali 400 140

60
wzrost

funkcji przynaleznosci
Rys. 5.7: Funkcje przynaleznosci podzbioréw: (a) sredniego wzrostu i zielonooki, (b) Sred-

luA+B (X| y) = max(,uA (X)) ,uB (y)) niego wzrostu lub zielonooki i (c) $redniego wzrostu i nie zielonooki
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FUNKCJE PRZYNALEZNOSCI
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Rys. 5.4: Typowe funkcje przynaleznosci: (a) trojkat, (b) trapez, (¢) funkcja Gaussa, (d)
asymetryczna funkcja Gaussa, (e) funkcja sigmoidalna, (f) funkcja typu s, (g) funkcja

typu z, (h) funkcja typu 7, (i) uogélniona funkcja dzwonowa



FUNKCJE PRZYNALEZNOSCI

Funkcja Gaussa Funkcja tréjkatna
2
g[ﬂrac):exp(_(x_c) ) 0 dla x<a
- 207 z_a dla a<x<b
) u(x,a,b,c) = :a
Asymetryczna funkcja Gaussa c—Xx dla b<x<c
c—b
1 0 dla x>c

S'I:(l'g i, C) = 1 + exp(—ﬂ-(i' - C)}

Funkcja trapezowa

Funkcja typu s 0 dla x<a
0 T < a )bc—a dla a<x<b
1 1 LT, — - —-a
s(z,a,b) = §+§Cc’b(5_a“) a<r<b u(x,a,b,c,d)y=< 1 dla b<x<c
1 x>b d-x dla c<x<d
_ d-c
Funkcja typu & 0 dla x>d
1
f(z,a,bc) = 55
T — cl|
1+ [
a



FUNKCJE PRZYNALEZNOSCI

Funkcje przynaleznos$ci moga by¢ wieloargumentowe. Np. przynalezno$¢ do podzbioru rozmytego
"wysoki na swoéj wiek" jest zalezna od dwdch argumentow: wzrostu i wieku. Innym przyktadem
moze by¢ funkcja przynaleznosci do zbioru "liczba x duzo wieksza od liczby y".

200

100
wiek [lata] 0

0 wzrost [cm]



ZAPIS SYMBOLICZNY ZBIOROW ROZMYTYCH

Jezeli X jest przestrzenig o skoriczonej liczbie elementéw X = {x1, x2, ..., Xn}, to zbidr rozmyty A c X
zapisuje sie jako:

g Ha() () () :Z”:ﬂA(xi)
X, X, X o X

n i i

gdzie kreska utamkowa oznacza sparowanie elementu z jego stopniem przynaleznosci, a znak +
0oznacza sume mnogosciowga elementow.

Przyktad.

02 05 08 1 08 05 02

Zbiér rozmyty "liczby naturalne bliskie 7": 4 = + +——+—+—+ +
5 6 7 8 9 10
Zbior rozmyty "samochody luksusowe":
1 1 0,98 0,1 0,4 0,3
+ + + +

= +
Maybach 62 Jaguar XF Toyota Crown Majesta Fiat Punto Kia Venga Citroen Xsara
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LICZBY ROZMYTE

Liczba rozmyta — zbidr rozmyty A okreslony w zbiorze liczb rzeczywistych A < R, ktorego funkcja
przynaleznosci u,(x): R —[0, 1] spetnia warunki:

e normalnosci (maksymalna wartos¢ pa(x) = 1)
e wypuktosci
e ciggtosci w przedziatach
Liczbe rozmyta nazywamy dodatnig, jezeli ua(x) =0dlax<0

Liczbe rozmyta nazywamy ujemng, jezeli ua(x) =0dlax>0

Liczba rzeczywista 2,.5 Liczba rozmyta Przedziat rzeczywisty Przedziat rozmyty
"okoto 2.5" [2.2,3.0] [2.2,3.0]
A A F 3 A
1 17 17 1
2.5 22 2.5 3.0 22 30 22 25 30
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ZASADA ROZSZERZANIA | ARYTMETYKA ROZMYTA

Zasada rozszerzania pozwala przenies¢ rdzine operacje matematyczne na grunt zbiorow
rozmytych.

Np. dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie dwdch liczb rozmytych A i B daje w wyniku
liczbe rozmytg C o funkcji przynaleznosci:

e (2) = sup min(4,,(x), ()

X,y
z=x#y

gdzie # oznacza jedng z operacji: +, —, *, /, sup oznacza maksymalng wartos¢ w zbiorze

Przyktad. Wyznacz sume i iloczyn liczb rozmytych 4 = 0.7 + 1 + 04"6 , B= 058 +i+ Oés .
4D min(0,7;0,8) N max {min(0,7;1), min(1;0,8)} L e 0,7 N 0,8 N 1 N 0,6 N 0,5 N 0,5
6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10
U®B min(0,7;0,8) N min(0,7;1) L e e e 0,7 N 07 08 1 06 N 0,5 N 0,5
6 8 9 12 16 18 24 © 8 9 12 16 18 24
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RELACJE ROZMYTE

Relacje rozmyte pozwalajg sformalizowac nieprecyzyjne sformutowania typu ,x jest prawie rowne
y” lub ,x jest znacznie wieksze od y”.

Relacjg rozmytg miedzy zbiorami (nierozmytymi) X i Y nazywamy zbiér rozmyty okreslony na

iloczynie kartezjanskim X x Y:

R={((x,»), 1z (x,»))}, VxeX,VyeY, gdzieu,: XxY —[0,1]

Przyktad. Zdefiniuj relacje rozmytg ,,y jest mniej wiecej rowne x” dla X = {3,4,5}i Y = {4,5,6}.

1 1 0,8 0,8 0,8 0,8 0,6 0,6 0,4 Relacja R zapisana
= + + + + + + + + .
44) (B5 (B4 @45 G4 (BB (5 “46) 46 macierzowo:
. . Y1 V2 V3
I, jezelix=y x[08 06 04
0,8, jezeli|x—yl=1
Funkcja przynaleznoéci ma postaé: pu, = J'e%e”x vl x| '1 08 06

0,6 jezeli|x—y|=2 x|08 1 08

0,4 jezeli|x—yl|=3
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PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM

Otoczenie rozmyte sktada sie z:
e celéow rozmytych
e ograniczen rozmytych
e decyzji rozmytej
Rozwaza sie pewien zbidr opcji (wyboréw/wariantéw decyzji) Xop = {x}.

Cel rozmyty to zbidr rozmyty G okresSlony w zbiorze opcji i opisany funkcja przynaleznosci
He(x): X, >[0,1]. x,(x) informuje na ile opcja x spetnia cel G.

Ograniczenie rozmyte to zbidér rozmyty C okreslony w zbiorze opcji i opisany funkcjg
przynaleznosci . (x): X,, —[0,1]. u.(x) informuje w jakim stopniu opcja x spetnia ograniczenie
C.
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PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM

Decyzja rozmyta to zbiér rozmyty D powstaty w wyniku przeciecia (iloczyn) zbioréw Gi C:
D=GnNC
przy czym Hp(X) = (1 (X), e (X))
gdzie t(.,.) to t-norma, ktdéra najczesciej przybiera postaé min(.,.).
W przypadku wielu celdw i wielu ograniczen mozemy przyjac:
D=G nN.nG,NC N..NC,

Hp () =1y (X),.s G, (X)s ey (X5 M, (X))

Szukamy takiej opcji x*e Xop, dla ktorej osiggamy maksimum z,(x) :

x*=argmax 1, (x)
xeX,,
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PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM —
PRZYKtAD 1

Wybor uczelni
Rozwazamy studia na jednej z czterech uczelni — Xop = {U1, U2, U3, U4}

Nasz cel: uczenie sie w renomowanej uczelni. Miarg renomy jest miejsce w rankingu szkét
wyzszych. Przyjmijmy:

ul U2 U3 U4

0,75 1 0,25 0,5
+ +

Jednoczesnie chcemy, aby spetnione byty pewne warunki:

08 09 04 05
Ci=—+ +—+
ul U2 U3 U4

0,2 02 09 0,6
=+ ——+—+
ul U2 U3 U4
0,5 03 0,6 0,7
Ci=—t—+—+
ul U2 U3 U4
0,6 05 0,7 07
+—+==+

ul U2 U3 U4

,hiezbyt duza odlegtos$¢ od domu”:

,bogaty program wymiany miedzynarodowe;j”:

,dobre zaplecze techniczne uczelni”:

»duze mozliwosci znalezienia pracy”: C, =
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PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM —
PRZYKtAD 1

Wyznaczajac u,,(x) za pomocg min otrzymujemy nastepujgcy decyzje rozmyta:

0,2 02 025 0,5
+ =+ +
ul U2 U3 U4

D=GNnC,NnC,nC;NC, =

Teraz przyjmijmy, ze t-norma ma postac iloczynowa z4,(x) = (%) -t (%) - Ly (%) - L3 (X) - pheg () :

~ 0,036 N 0,027 N 0,0378 N 0,0735
Ul U2 U3 U4

D

W obu przypadkach najwiekszy stopien przynaleznosci wskazuje uczelnie U4.
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PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM —
PRZYKLAD 2

Ustalanie ceny nowego produktu

Zadaniem ekspertdow jest ustalenie ceny nowego produktu.
Opcja jest cena produktu Xop = [20, 60].
Ustalono trzy cele:

e ,produkt powinien miec niskg cene” — zbior G1
e ,produkt powinien mie¢ cene bliska

n
konkurencyjnej” — zbiér G H07
e ,produkt powinien mie¢ cene bliska |
podwadjnej cenie wytworzenia” — zbiér Gs
0.6
Funkcje przynaleznosci przedstawiono na
rysunku. "
Maksymalna wartos¢ w zbiorze D wynosi o
x*=37,14 zt. A

T T ~ T T
15 20 25 30 35 Tmx 40 45 50 x
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