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PROBLEM APROKSYMACII FUNKCJI

Aproksymacja funkcji — przyblizanie funkcji, polegajgce na wyznaczaniu dla danej funkcji f{x) takiej
funkcji h(x), ktéra w okreslonym sensie najlepiej jg przybliza. Przyblizenie w tym wypadku
rozumiane jest jako minimalizacja pewnej funkcji btedu. Czesto miarg btedu jest sredni btad
kwadratowy.

Typowe zadanie aproksymacji — dany jest zbior punktéw (np. pomiarowych)

Zaktadamy postaé funkcji aproksymujacej, np. funkcje
liniowa:

h(x) =ax+b 3 o

gdzie a i b to wspdtczynniki, ktdre nalezy tak dobrac, aby btad

aproksymacji byt jak najmniejszy.




PROBLEM APROKSYMACII FUNKCJI

Btad aproksymacji (M oznacza liczbe punktéw):

E= (v, ~h(x)) =367 - min

i=1

W wyniku otrzymujemy aproksymante:

Reprezentacja graficzna funkcji aproksymujacej:
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MODEL NEURONU

W przypadku aproksymacji funkcji wielowymiarowej, model ma postaé:

wejscia  wagi  suma  funkcja  wyjscie
wazona aktywacji

g(u) —=

Jest to model neuronu, ktéry realizuje funkcje:

h(x) = g(zn: ijjj

j=0



FUNKCJE AKTYWACII

Funkcje najczesciej uzywane jako funkcje aktywac;ji:

1. sigmoidalna unipolarna: g(u) =m
2. sigmoidalna bipolarna: g(u) = m—l lub g(u) =tgh(pu)
3. liniowa: g(u) = pu
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SIEC NEURONOWA

Pojedynczy neuron ma ograniczone zdolnosci aproksymacyjne. Aby aproksymowac bardziej ztozone
funkcje tgczy sie wiele neurondéw w sie¢. Funkcje realizowane przez neurony dajg po ztozeniu dobrg

aproksymante.

Udowodniono, ze sie¢ taka, zwana wielowarstwowym perceptronem, moze aproksymowac¢ dowolng

funkcje z dowolnie matym btedem.

warstwa warstwa warstwa
wejsciowa ukryta wyjsciowa

Sie¢ moze posiadac¢ wiecej niz jedng warstwe ukrytg oraz wiecej niz jeden neuron na wyjsciu.



UCZENIE SIECI NEURONOWE)

Sie¢ uczymy na zbiorze treningowym (uczacym) ztozonym z wektoréw wejsciowych (zmiennych
niezaleznych) x i skojarzonych z nimi wartosci pozagdanych odpowiedzi y (zmienna zalezna). Sie¢ moze
mie¢ kilka wyjs¢, wtedy mamy do czynienia z wektorem pozadanej odpowiedzi y. Kazdg pare x i y
nazywamy wzorcem uczgcym.

Uczenie przebiega iteracyjnie:
1. Na wstepie losujemy wagi sieci i dobieramy parametry uczenia sieci.

2. Na wejscie sieci podajemy (prezentujemy) i-ty wektor wejsciowy. Sktadowe tego wektora sg
przemnazane przez wagi pierwszej warstwy, nastepnie sumowane i przetwarzane przez funkcje
aktywacji neurondéw. Na wyjsciu tych neuronéw otrzymujemy wektor v = [v1 v; ... vin], ktdrego
sktadowe przemnazane sg przez wagi drugiej warstwy, sumowane i przetwarzane przez funkcje
aktywacji neuronu w warstwie wyjsciowej. Otrzymujemy wyjscie ¥ . Poniewaz wagi byty losowe,

to co otrzymujemy na wyjsciu w pierwszym kroku jest przypadkowe. Mozemy wyznaczy¢ bfad sieci:

2 2
1 . 1 m 1 m n
e’ = E(yi -y) = E{Q(ZWE?VJJ— yi} = E{Q(ZW}?Q[ZW&XLJ + Wé,szoj — yi:|

j=0 j=1 k=0

Btad ten stuzy do korekty wag.



3. W fazie wstecznej propagacji btedu btagd wedruje od wyjscia w kierunku wejs¢. Najpierw btad
przechodzi na ,drugg” strone neuronu wyjsciowego, wymaga to wyznaczenie pochodnej funkcji
aktywacji tego neuronu. Nastepnie oblicza sie sktadowe tego btedu wnoszone przez poszczegdlne
wejscia neuronu wyjsciowego i modyfikuje sie wagi zwigzane z tymi wejsciami. Dalej sygnaty btedu
wedrujg na ,,drugg” strone neuronéw ukrytych i wykorzystywane sg do adaptacji wag zwigzanych
z wejsciami tych neurondw. Po adaptacji wag btad dla i-tego wzorca uczgcego bedzie mniejszy.
Szczegbtowy opis metody wstecznej propagacji btedu mozna znalez¢ w [Oso].

4. Kroki 2 i 3 powtarzamy dla wszystkich wzorcow uczgcych. Prezentacja wszystkich wzorcéw ze
zbioru uczacego nazywa sie epoka. Trening sieci wymaga wielu epok uczenia.

W efekcie uczenia minimalizowany jest btagd sredniokwadratowy po wszystkich wzorcach uczgcych:

M
E=> e’ > min
i=1



ALGORYTM WSTECZNEJ PROPAGACJI BLEDU

Celem jest minimalizacja funkcji btedu sieci:

2
1 1 m 1
E—e? =§(y_ y)? = E{g[zwgz)vj +W(()2)Voj_ y} 2[ (ZW@) (Zwm j W(()Z)Voj_ Y}
j=1

Do znalezienia minimum stosuje sie metode gradientowg zwang metodg najwiekszego spadku, zgodnie z

2

ktorg przyrost wag okresla sie wg kierunku ujemnego gradientu:
Aw =-nVE(w)

gdzie w jest wektorem wag,

, o . —>> gradient funkcji btedu
1 > 0 wspétczynnikiem uczenia, a

OE OFE OE ﬁ
VE(W) = |:6W1(11) , 8W1(12) ,...,aw(z)j| w

jest gradientem btedu.
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ALGORYTM WSTECZNEJ PROPAGACJI BLEDU

Pochodne czastkowe funkcji btedu wzgledem wag warstwy wyjsciwej:

OE _ o yOgu®)
aWEZ) =(y- Y)WVJ- ,J=0,1,...,m

m
gdzie u® => Wy, +wPv, .
=1

w?)

Wprowadzmy oznaczenie: 6® = (y - y)——_~ o , stad regute aktualizacji wag neuronu wyjsciowego
U

mozna zaplsac.
AW = 5@y

Pochodne czgstkowe btedu wzgledem wag warstwy ukryte;j:

a ay _(S\/_ )(ag(u(Z))W(Z)]{ag(u(l))

= (V- = ) , j=1,...,mk=0,1,..,n
o =05 u@ el | a0 k}’

gdzie Ul = ZW“)
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ALGORYTM WSTECZNEJ PROPAGACJI BLEDU

agU®) 5 9UP) 5 o 09(U) OE
w?) = 59w L~ otrzymuje sie =o6Wx
2 ki @ k.j @) o) i Mk
ou ou; ou; oW, ;

Przyjmujac oznaczenie: 5]-(1) =(y-vY)
i wzér na aktualizacje wag neuronéw warstwy ukryte;j:
awf) =50,
Po wyznaczeniu poprawek dla wag dokonuje sie aktualizacji wag:
w(l +1)=w(l)+Aw

e Metoda wstecznej propagacji btedu wymaga, a by funkcje aktywacji byty rézniczkowalne.

e Skuteczno$é¢ metody zalezy od ksztattu funkcji btedu (wielomodalnos¢, ptaskie obszary), punktu

startowego wag, dtugosci kroku (7).
e Algorytm utyka w minimach lokalnych.

e |Istniejg inne metody uczenia, ktére w uproszczony sposdb wyznaczajg kierunek przesuniecia
wektora wag (algorytmy: zmiennej metryki, Levenberga—Marquardta, gradientéw sprzezonych).

11



ALGORYTM WSTECZNEJ PROPAGACJI BLEDU

Przyktadowy przebieg btedu i jego gradient w kolejnych epokach

Best Training Performance is 0.0098513 at epoch 300 14 Gradient = 0.040971, at epoch 300
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Po nauczeniu sieci sprawdzamy jej dziatanie na nowym zbiorze danych zwanym testowym. Btedy
wyznaczone na tym zbiorze $wiadczg o jakosci dziatania sieci.
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PROBLEMY UCZENIA SIECI

W procesie uczenia musimy rozstrzygnaé kilka problemoéw:

e jak dtugo sie¢ ma sie uczy¢

ile powinno by¢ neuronéw w warstwie ukrytej

jakie powinny by¢ funkcje aktywacji neuronéw

jaka metode uczenia wybrac

0.8

czy i w jaki sposdb wstepnie przetworzy¢ dane.

0.6
0.4

0.2

Jesli trening jest zbyt krotki lub/i liczba neurondéw zbyt mata > °Ff

sie¢ bedzie (duze btedy), zbyt dtugi trening lub/i N

zbyt duza liczba neurondéw skutkuje przeuczeniem — btedy o6 U \/

uzyskane na zbiorze uczacym beda bliskie 0, lecz btedy na 08

zbiorze testowym okazg sie duze. 2 o5 1
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PROBLEMY UCZENIA SIECI

Sie¢ powinna posiada¢ zdolno$¢ uogdlniania (generalizacji) zdobytej wiedzy na nowe przyktady,
ktore nie uczestniczyty w procesie uczenia. Aby wzmocni¢ te zdolnos¢ w trakcie uczenia w kazdej
epoce testuje sie sie¢ na tzw. zbiorze walidacyjnym. Jesli btgd na tym zbiorze przestaje malec¢ lub
zaczyna wzrastaé, co oznacza, ze sie€ traci zdolnos¢ uogdlniania, przerywa sie trening.

Best Validation Performance is 0.039741 at epoch 20
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Output ~=0.82*Target + 4.1

Output ~= 0.8*Target + 4.5
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DOPASOWANIE MODELU

Wspotczynnik determinacji:
M

Z()H’z _)_/)2

D=

R* =
(.yi _.)_’)2

—_

gdzie y — wartosc¢ srednia pozadanych
odpowiedzi (target).

R*=

0,0 - 0,5 - dopasowanie niezadowalajace

0,5 - 0,6 - dopasowanie stabe
0,6 - 0,8 - dopasowanie zadowalajace
0,8 - 0,9 - dopasowanie dobre
0,9 - 1,0 - dopasowanie bardzo dobre

Histogram

Zero Error

Liczba przypadkow
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