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Logika klasyczna

W logice tradycyjnej (dwuwartosciowej, boolowskiej) kazdemu zdaniu przyporzagdkowana jest
prawda lub fatsz (wartosc logiczna 1, jesli jest ono prawdziwe i 0 jesli fatszywe).

Elementarne zdania logiczne f3czg sie w formy zdaniowe przy zastosowaniu spdjnikow logicznych:
koniunkcji, alternatywy, implikacji, rwnowaznosci, negacji.
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koniunkcja a A b
alternatywaa v b
implikacja a=b
rownowaznos¢ a < b
negacja —a
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Pod pojeciem implikacji rozumiemy stwierdzenie ,jesli a to b”.

a nazywane jest przestanka lub poprzednikiem, natomiast b — konkluzjg lub nastepnikiem.



Logika klasyczna

Istnieje analogia pomiedzy prawami logiki a dziataniami na zbiorach.

Logika Teoria zbiorow
koniunkcja iloczyn
alternatywa suma
negacja dopehienie
implikacja inkluzja
rownowaznos¢ rOwWnos¢




Logika klasyczna

W logice klasycznej prawdziwos¢ pewnych zdan jest wnioskowana na podstawie prawdziwosci
innych zdan.

Przez regute wnioskowania rozumiemy sposéb wyprowadzania ze zdan prawdziwych, zwanych
przestankami, zdan prawdziwych, zwanych wnioskami. NajczeSciej stosowanymi regutami
whnioskowania s3: modus ponendo ponens i modus tollendo tollens.

Regute wnioskowania modus ponendo ponens (wnioskowanie stwierdzajace przez stwierdzenie)
okresla nastepujacy schemat wnioskowania:

Przestanka 1 (fakt) p
Przestanka 2 (reguta, implikacja) | p = q

Whiosek q

p i g oznaczajg zdania prawdziwe; p jest poprzednikiem, a g nastepnikiem implikacji.

Regute te odczytujemy: Jezeli poprzednik prawdziwej implikacji jest prawdziwy, to nastepnik jest
rowniez prawdziwy.



Logika klasyczna

Regute modus pollendo ponens mozna zapisac
[pA(p=ql=q
Przyktady

Jedli prawda jest p — "Jan jest kierowca" i prawda jest p = g — "JEZELI Z jest kierowca, TO Z ma prawo
jazdy", to prawdg jest g — "Jan ma prawo jazdy".

Przyjmujemy jako prawdziwe nastepujace zdanie: ,Jezeli dzisiaj jest poniedziatek, to jutro bedzie wtorek”.
Przyjmujgc za prawdziwy fakt ,Dzisiaj jest poniedziatek”, uznajemy za prawdziwe zdanie ,Jutro bedzie
wtorek”.

Odmianami tej reguty jest modus tollendo ponens (wnioskowanie stwierdzajgce przez
zaprzeczenie)

[-pA(ap=>@)]=>q
oraz modus ponendo tollens (wnioskowanie zaprzeczajgce przez stwierdzenie)

[pA(p=>-q)]=>—q



Logika klasyczna

Inng podstawowg reguta wnioskowania jest reguta modus tollendo tolens (wnioskowanie
zaprzeczajace przez zaprzeczenie)

Przestanka 1 (fakt) —q
Przestanka 2 (reguta, implikacja) | p = g

Whiosek -p

Regute te mozna podac nastepujgco. Jezeli nastepnik prawdziwej implikacji nie jest prawdziwy,
to poprzednik réwniez nie jest prawdziwy.

[FgA(p=q@]=-p
Przykfad

Przyjmujemy jako prawdziwe nastepujgce zdanie: ,Jezeli dzisiaj jest poniedziatek, to jutro bedzie wtorek”.
Przyjmujgc za prawdziwy fakt ,Jutro nie bedzie wtorek”, uznajemy za prawdziwe zdanie ,Dzisiaj nie jest
poniedziatek”.



Logika rozmyta

W logice klasycznej zdanie p postaci "x € A", gdzie A jest klasycznym zbiorem, moze przyjmowac
dwie wartosci logiczne: prawde lub fatsz. W logice rozmytej zdanie to moze przyjmowaé rdzne
stopnie prawdy u (stopnie przynaleznosci elementu x do zbioru A).

W logice rozmytej regute modus ponens odczytujemy: Jezeli poprzednik implikacji jest prawdziwy
w stopniu g4 i ta implikacja jest prawdziwa w stopniu g8, to nastepnik jest prawdziwy w stopniu
Hg-

Uogdlniona reguta modus ponens:

Przestanka 1 (fakt) xjest A'
Przestanka 2 (reguta, implikacja) | x jest A = y jest B

Whniosek y jest B'

gdzie: A, A' C X i B, B' C Y sg zbiorami rozmytymi, x i y s3 zmiennymi lingwistycznymi.

Zbiory Ai A' oraz Bi B' sg do siebie podobne.



Logika rozmyta

Symboliczny zapis uogoélnionej reguty modus ponens
[x jest A" A (x jest A = y jest B)] = y jest B’
Przyktad

Jeéli zdanie "Jan jest bardzo bystry" jest prawdg w stopniu ua i reguta "JEZELI Z jest bystry, TO
oceny Z s dobre" jest prawdziwa w stopniu ua—s, to zdanie "Oceny Jana sg bardzo dobre" jest

prawdziwe w stopniu z.

x-Jan,Z

y —oceny Jana, oceny Z
A — bystry

A' — bardzo bystry

B —dobre

B' — bardzo dobre



Logika rozmyta
Wynikowy zbidr rozmyty B' wynika ze ztozenia zbioru A' i implikacji rozmytej A — B
B'=A"0o (A - B)

Implikacja rozmyta A — B jest rdwnowazna pewnej relacji rozmytej R € X XY o funkgcji
przynaleznosci ug (x,y) = uup(x,y). Zatem funkcje przynaleznosci zbioru rozmytego B' mozna
wyznaczy¢ za pomocg wzoru (patrz poprzedni wykfad)

‘LLBI(y) = Slég{T(ﬂA’(x)r Ha-B (xr y))}

Relacja rozmyta A — B moze by¢ zdefiniowana na wiele sposobdéw. Przyjmijmy definicje
Mamdaniego: u,_g(x,y) = min(,uA(x),uB(y)). Stosujac operacje min jako t-norme powyzszy
wzor zapiszemy:

g (y) = sgg{min[uy (), min(pa (), s )]}

= min [sup min(,uA/(x), uA(x)), Up ()’)]

x€eX



Logika rozmyta

Sposdb wyznaczania pgr (y) mozemy zapisa¢ w krokach:

1. Przyjmujemy pewne funkcje przynaleznosci u,r(x), us(x) oraz ug(y)

2. Znajdujemy przeciecie min(,uAr(x), Ua (x)).

3. Znajdujemy najwiekszg wartos$¢é funkcji przynaleznosci tego przeciecia
h = sup min(py (x), 1 (x)).
x€X

A

4. Znajdujemy przeciecie statej h z ug (y): min[h, ug(y)], ktére przyjmujemy jako g (y).
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Logika rozmyta

Warianty z réznymi definicjami t-normy

h= sg)[() min(uAr (%), uA(x)) i ugr(y) = min[h, ug(y)]
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Logika rozmyta

h= sup min(p,r (x), ua (%)) i ' (y) = hug(y)

0 2 4 6 8 10

10
X y
h = Sup pa(x) i pgr (y) = hug(y)
XE
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Uogdlniona reguta modus tollens

Logika rozmyta

Przestanka 1 (fakt)
Przestanka 2 (reguta, implikacja)

y jest B'
xjestA=>yjestB

Whiosek

xjest A'

[y jest B’A (x jest A = yjest B)] = x jest A’

Wynikowy zbior rozmyty A' wyznacza sie ze ztozenia

A'=(A->B)oB

przy czym

par(x) = sylég{T(quB 6, 1 (1))}
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Logika rozmyta

Uogdlniony sylogizm warunkowy

Przestanka 1l | x jest A= yjestB
Przestanka 2 | yjest B’ = zjest C
Whiosek xjest A= zjest C’

[(x jest A= yjest B) A(yjest B’= zjest C)] = (xjest A = zjest C')
Wynikowa relacje rozmytg A - C’ wyznacza sie ze ztozenia
A->C=(A->B)o(B'-> ()
przy czym

Uascr (x,2) = sgg{T(uAﬁB Co ) tprc(v,2))}
y
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Logika rozmyta

Uogdlniona zasada rozktadu

Przestankal | xjest A’ V yjest B
Przestanka 2 | xjest A= zjest C

Whiosek ZjestC VyjestB

[(xjest A’ Vyjest B) A (xjest A= zjest C)] = (zjest C V yjest B)
Wynikowa relacje rozmytg C V B wyznacza sie ze ztozenia
CVB=(AVB)o(A-0()
przy czym

Hevs(2,y) = SEE{T(HA'VB (X, ¥), tasc(x, Z))}
X
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Implikacja rozmyta

W implikacji wystepujg dwa zbiory rozmyte A i B. Warto$¢ logiczng tej formy zdaniowej
charakteryzuje pewien stopien przynaleznosci u,_5(x,y) € [0, 1].

Najczesciej stosowana jest implikacja Mamdaniego, dla ktorej funkcje przynaleznosci okresla wzoér
taop (%, y) = min(p, (x), up ()
Alternatywa jest implikacja Larsena

Uasp(x,y) = pa()pup(y)

Wyrazenia Mamdaniego i Larsena nie sg implikacjami w sensie logicznym, co ilustruje tabela

falx) | pp(y) [ mmfpa(x), ea)] | palx)pesg(yv) | tasglx, ¥)
0 1] 0 { |
(] | i i) |
1 0 0 ] 0
1 | 1 | | 1
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Implikacja rozmyta

Implikacje logiczne powinny spetniac¢ nastepujgce warunki:

1.

Implikacja powinna by¢ nierosngcga funkcjg pierwszego argumentu, co oznacza, ze jesli
Ha(x) < py(2),to uasp(x,y) = piasp(z,y)

Implikacja powinna by¢ niemalejgcg funkcjg drugiego argumentu, co oznacza, ze jesli
us(¥) < pp(2), 10 pasp(x,y) < pgop(x, z)

. Jesli stopien przynaleznosci do zbioru A jest réwny 0, to stopien prawdy implikacji

Uasp(x,y) = 1 (z fatszu moze wynikaé prawda lub fatsz)

Jesli stopien przynaleznosci do zbioru B jest rowny 1, to stopien prawdy implikacji
Uap(x,y) = 1 (prawda lub fatsz moze prowadzi¢ do prawdy)

Jesli stopien przynaleznosci do zbioru A jest réwny 1, a stopien przynaleznosci do zbioru B
jest rowny 0, to stopien prawdy implikacji u,_5(x,y) = 0 (z prawdy nie moze wynikac
fatsz).
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Lp. Nazwa Implikacja
I Kleene-Dienes (binarna) max{l — a, b}
2 Lukasiewicz minfl, 1 —a + b}
3 | Reichenbach l—a4+a-b
; jezelia < b
4 | Fodor max{l —a. b}, jezelia = b
B T l, jezelia =bh
2 | Resm [u: jezeli a > b
L. jezeli a =10
6 | Goguen min{l. f}, jezeli a = 0
= I, jeielia=h
T | el lb, jezeli a = b
I, jetelia =0
§ | Yager I b, jezelia = 0
9 | Zadeh max{min{a, b}, 1 — a}
) max{l —a, b}
Lt | Willmon max{a. | — b, min{l — a, b}}
l—a, jezelib=10
11 | Dubois-Prade jezelia =1

w przeciwnym przypadku

Implikacja rozmyta
Przyktady implikacji rozmytych
a = py(x)
b= up(y)
Pozycje 1-4 to przyktady S-implikacji
I(a,b) = S{1 —a,b}

Pozycje 6 i 7 to przyktady
R-implikacji

I(a,b) = sup{z | T{a, z} < b}
z
Pozycja 9 to przyktad Q-implikacji
I(a,b) = S{N(a), T{a, b}}
gdzie N(a) jest operatorem negacji
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