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Informacje wstepne

Aproksymacja funkcji to procedura przyblizania jednej funkcji f(x) za pomocg innej funkcji h(x).
Przyczyny stosowania aproksymacji:
e funkcja aproksymowana dana jest w postaci punktow pomiarowych,

e funkcja aproksymowana wyrazona jest za pomocg skomplikowanej, niepraktycznej zaleznosci analitycznej.

0.8 T T

punkty uczace
0.6 - o o o |= funkcja aproksymujaca ||
[ X J .. ..

-0.8 | | | | | | | | ° |



Informacje wstepne

System uczy sie funkcji odwzorowujgcej przyktady x na zbiodr liczb rzeczywistych y.
Przyktady trenujace:

argument funkcji + wartos¢ funkcji: (x, y)

gdziey =f(x) + ¢

Zbiér trenujacy — @ = {(x1, y1), (X2, ¥2), ..., {(Xn, YN)}
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Informacje wstepne

Zadanie systemu uczgcego sie (uczenie z nadzorem) — znalezienie hipotezy dobrze przyblizajacej nieznang funkcje
docelowg f: X —> R dla przyktaddéw trenujgcych i innych przyktadéw z dziedziny.

Hipoteza — funkcja przeksztatcajgca przyktady w zbior liczb rzeczywistych — h : X — R.

Przyktady x Wartosc¢ funkcji y

System UCzacy Sif Eu————— g



Informacje wstepne

Btad aproksymac;ji

Btad sredniokwadratowy (MSE):

E(h) = l%zu (x) - h(x))° = mean(e (x))

Poniewaz zwykle nie znamy prawdziwej wartosci funkcji docelowej f(x), w jej miejsce podstawiamy y (y = f(x) + &)
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ldea

Miara zréznicowania punktow:
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ldea

Dzielimy zbior punktow na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyskac najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy zbidr punktow na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyskac najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy zbidr punktow na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyskac najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar Ro na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyska¢ najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar Ro na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyska¢ najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar R; na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyska¢ najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar R; na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyska¢ najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar R1; na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyskac najwiekszg redukcje zréznicowania:
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ldea

Dzielimy obszar R1; na dwie czesci wzgledem x, tak aby po podziale uzyska¢ najwiekszg redukcje zréznicowania:
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa

Wezet 4

y
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Konstrukcja drzewa

Wezet 5

0.4291

)_/:

Wezet 4

0.0449
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Konstrukcja drzewa

Wezet 5

0.4291
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Wezet 4
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa

[4
Quoo\o
°
’
[ ] ._
‘e
o ©
IIIIIIIIIIII e _——— e e — e — ————— — ]
0
~
~
o~
~
1 I 1 L@
o o o o 0_ o o o

0.8

0.6

0.2



Konstrukcja drzewa
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Konstrukcja drzewa

Wezet 6
y = —0.2853

Wezet 5
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Wezet 4
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Wezet 8

—0.4874
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Konstrukcja drzewa
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Drzewo regresyjne

Drzewo regresyjne jest strukturg ztozona z weztow, gatezi i
lisci (weztow terminalnych)

Wezty odpowiadajg testom przeprowadzanym na
wartosciach atrybutow, gatezie odpowiadajg wynikom

tych testéw, a liscie — przewidywanym wartosciom funkgji

Drzewo konstruowane jest iteracyjnie. W kazdej iteracji
zachodzi podziat zbioru danych na dwa podzbiory

Drzewo binarne — z kazdego wezta wychodza tylko dwie
gatezie (test daje dwa wyniki)

Wezet 4
y = 0.0449

Wezet 5
y = 0.4291

=2

Wezet 6
= —0.2853

Wezet 7

<

Wezet 8
—0.4874

<2

Wezet 9
—0.3931




Wyznaczenie wartosci funkcji dla nowego przyktadu

Wyznaczenie wartosci funkcji dla przyktadu x polega na przejsciu od korzenia do jednego z lisci.

W odwiedzanych weztach wykonujemy zwigzane z nimi testy i poruszamy sie po gateziach odpowiadajgcych uzyskiwanym wynikom.
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Rodzaje i liczba testow

: , . , . s : . Test dla atrybutow:
e testy tozsamosciowe — sprawdzamy wartosc atrybutu; wynikiem testu jest wartosc atrybutu,

N — nominalnych,
np. dla atrybutu wiatr wynikiem testu moze by¢ staby lub silny (N, P) P — porzadkowych,

C —ciggtych
Liczba mozliwych testow — tyle ile jest atrybutow

e testy rownosciowe (N, P)

1 jeslia(x)=v o o . .

test(x) = o , gdzie a jest atrybutem przyktadu x, v jest jedng z mozliwych wartosci atrybutu
0 jeslia(x)=v

Liczba mozliwych testéw — mozliwych testow dla jednego atrybutu jest tyle ile ten atrybut przyjmuje wartosci

e testy przynaleznosciowe (N, P, C)

1 jesli a(x) eV

test(x) = oo , gdzie V jest podzbiorem wartosci atrybutu
0 jeslia(x)gV

Liczba mozliwych testow — mozliwych testdw dla jednego atrybutu jest tyle ile podzbioréw V zdefiniujemy



Rodzaje i liczba testow

Test dla atrybutow:
N — nominalnych,

(A e 1 P — porzgdkowych,
1 jeslia(x) eV, C — ciagtych

e testy podziatowe (N, P, C)

2 jeshi a(x) eV,
test(Xx) =< » gdzie parami roztgczne zbiory Vi, V,,

przeciwdziedziny atrybutu

..., Vm stanowig wyczerpujgcy podziat

m jesli a(x) eV,

Liczba mozliwych testéw — mozliwych testow dla jednego atrybutu jest tyle ile podzbiorow V zdefiniujemy

e testy nierownosciowe (P, C)

1 jesh >
test(x):{ jesli a(x) > p

oo , gdzie p jest wartoscig progowaq z przeciwdziedziny atrybutu
0 jeslia(x)< p

Liczba mozliwych testow — mozliwych testow dla jednego atrybutu jest tyle ile przyjmuje on réznych wartosci w zbiorze
uczgcym minus 1



Rodzaje i liczba testow

Liczba mozliwych testow nieréwnosciowych
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Rodzaje i liczba testow

Liczba mozliwych testow nieréwnosciowych
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Rodzaje i liczba testow

h

V4

V4

V4

OW nhierownosciowyc

Liczba mozliwych test
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Rodzaje i liczba testow

h
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OW nhierownosciowyc

Liczba mozliwych test
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Rodzaje i liczba testow

h
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Liczba mozliwych test

Liczba testow dlax: N -1
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Rodzaje i liczba testow

Liczba mozliwych testow nieréwnosciowych — przypadek funkcji dwéch zmiennych

Liczba testow dla n
atrybutdéw xi, x2, ..., Xn:

(N-1)n




Rodzaje i liczba testow

Liczba mozliwych testow nieréwnosciowych — przypadek funkcji dwéch zmiennych




Rodzaje i liczba testow

Liczba mozliwych testow nieréwnosciowych — przypadek funkcji dwdch zmiennych

x1 < -0.25 Ax1 >=-0.25
X2 < 1.75 /%2 >= 1.75 X2 < 1.75 %2 >=1.75

X2 < -1.75 /&X2 >= -1.75x1 < -3.25 A1 >= -3.25x2 < -1.75 /Ax2 >= -1.75 x1 < 3.25 A\\x1 >= 3.25

X1 <-3.25 /{x1 >t 82515 Jx1 >= 278, o %1, < 3.25 /(x1 >KI32B25 h\x1 >=2.250 @

-4.9248 1.3831 2.2727 0.85227 -1.1855 4.9248-0.56818-2.1307



Kryterium wyboru testu

Test powinien dzieli¢ zbidr przyktadow tak, aby uzyska¢ maksymalna redukcje zréznicowania danych po podziale:
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/stepujacy schemat konstrukcji drzew decyzyjnych

e Zaczynajac od korzenia (poziom 0) przemieszczamy sie do kolejnych poziomdéw podejmujac decyzje o
utworzeniu liscia badz wezta.

e Jesli kryterium stopu jest spetnione tworzony jest lis¢ i na podstawie podzbioru przyktadow, ktére do niego
dotarty ustalana jest jego etykieta.

e W przeciwnym przypadku tworzony jest wezet i wybierany jest dla niego test.



Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia

Lis¢ tworzony jest w przypadkach gdy:

e aktualny zbidr przyktadow zawiera przyktady o niewielkim zréznicowaniu (& < €,,4,) lub

e nie istnieje taki podziat przyktadow w wezle, ktory prowadzi do zmniejszenia zréznicowania lub

e liczba przyktadow w wezle jest nie wieksza niz N,y 44

Do etykiety liscia wpisujemy srednig wartosc y-kow przyktadow uczacych, ktére dotarty do tego liscia.

Dodatkowo, dla celéw informacyjnych, mozemy wpisac liczbe przyktadow, ich zréznicowanie (wyrazone np.
jako odchylenie standardowe) i granice przedziatu x reprezentowanego przez lis¢.



Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia

W naszym przyktadzie kryterium stopu miato postac: liczba przyktadéw w wezle jest nie wieksza niz N,,,4,, = 18.
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Dla Ny = 25.

0.33764

x1 < 0.395251

N =21
Mean = 0.337644
Std. dev. = 0.225764

Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia
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Dla N,y = 13.

x1<0.124395

0.044869

x1<0.143906

0.2586

1>=0.124395

x1<0.343788

% < 0.254381

Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia

1 >=0.395251

1>=0.343788

02 55]] < 0.692367

1>=0.143906 0.019992

1>=0.254381

1>=0.514885

1>=0.692367

-0.3931
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Dla N,y 00 = 8.

Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia

x1 < 0.395251 AAx1 >= 0.395251

x1 < 0.124395 /&x1 >= 0.124395 x1 < 0.5148852\x1 >= 0.514885
x1 < 0.343788 2\x1 xE O B4FB881 /ox1 >= 0.479001  x1 < 0.692367 X\x1 >= 0.692367
x1 < 0.143906 /Xx1 >= 0'1430984992) 8-020.2%999 x1 < 0.687808 /L&x 1xt=<(D!

xd_ .8534381 A\x1 >= 0.254381

/Ax1 >= /
0.507970.43383 x1<0.544744 701 >= Qo idd

0.8 T T

A\x1 >= 0.8

RRTRAVR
BT BB

X1 <0.615951 /Ax1 >= 0815851 8 . 8

-0.381460.51727




Kryterium stopu i ustalenie etykiety liscia

Dla Njq = 1.

x1 < 0.395251- A1 >= 0.395251

0.8 | |
x1 < 0.124395 /AKT >= 0.124395 x1 < 0.5148854\x1 >= 0.514885

03 /&x1 >= 0.03 x1 < 0.343788Ax1 >= A B43IT8F9001 /X

1 >=0.47900d1 < 0.692367 A\x1 >= 0.692367
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Zx 0.276859 x1 < 0.580003 lk %0003

:‘J‘!"'J DO

0.531%! 626934 /N 1>=80.26934 08 ‘g 4
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1 < 0.395251 AAx1 >= 0.395251
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1 < 0.395251.Ax1 >= 0.395251
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1 < 0.395251 AAx1 >= 0.395251

08 T T T T
x1 < 0.124395 /Ax1 >= 0.124395 x1 < 0.514885A\x1 >= 0.514885 06 L ¢ |
. [ )
e 2 o
‘e |on
X = A = | (] ‘
0.04%869 x1 < 0.343788 x\x1 > 0'343785-30.28527 x1 < 0.692367 2x\x1 >= 0.692367 0.4 ,'. :.\\ i
, \\
° \
- A ) ( = - ’ -
x1 < 0.143906 /&Kx1 >= 0.143&849@ ©] ©] x1 < 0.687808 /&x1 > 0.6878(’._)8.‘:_(‘331 0.2 o b
N — 8 - I/ \‘
N Mean = -0.28527 P ol A
x(]‘ .§54381 HXx1 >= 0.2543 Std. dev. = 0.0665821 |5951 L x1 >= 0._%1 325 ©) ©) ,,/ b
\
l, “
I‘ = l -02 [ N A' |
0.507970.43383 x1<0.544744 71 >= 0 ale 7 . o ‘e
#
® \ ) °
o
-04 N = ¥~
-0.381460.51727 s ol .- -7 e
e
o
| Y |

-0.6 : :




Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1 < 0.395251 Ax1 >= 0.395251

08 T T T T
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1<0.39525 1>=0.395251

x1 < 0.124395 x1<0.51488 1>=0.514885

x1<0.343788 1>=0.343788 1>=0.692367

0.044869 -0.28527

x1<0.143906 o 1>=0.687808 9 .

g ©  ©
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o 0
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa — zastepowanie wybranych weztow (a tym samym catych poddrzew) lis¢mi.

Cel — redukcja przeuczenia (nadmienego dopasowania)

x1 < 0.39525

1>=0.395251
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Przycinanie drzewa

Przycinanie drzewa redukuje efekt przeuczenia (maty btad uczacy, duzy testowy).

Alternatywa przycinania jest zapobieganie nadmiernemu wzrostowi w trakcie konstrukcji drzewa poprzez tworzenie lisci
W miejsce weztow.

Zazwyczaj przycinanie realizowane jest w sposob wstepujacy, tzn. w pierwszej kolejnosci rozwaza sie przyciecie weztow
poftozonych najnizej w drzewie. Podstawowe znaczenie ma kryterium przycinania, ktére decyduje, czy wezet bedzie
zastgpiony lisciem.

Najczesciej kryterium przycinania jest btagd na oddzielnym zbiorze przyktaddw (niezaleznym od zbioru trenujgcego).
Przyciecie nastepuje, jesli na tym oddzielnym zbiorze lis¢ uzyskuje btad nie wiekszy, niz btgd poddrzewa.



Algorytm konstrukcji drzewa regresyjnego

Wejscie: zbior przyktaddw uczacych @, parametry modelu (np. N,y qx)
Wyijscie: drzewo regresyjne
Procedura:
1. Utworz lis¢ lub wezet dla przyktadow w zbiorze @:
a. Jesli spetniony jest warunek zatrzymania (np. liczba przyktadow w wezle jest nie wieksza niz N,,,4, ), to utworz lisc,
w przeciwnym przypadku wykonaj b, ci d:

b.Utworz wezet z testem T. Do testu wybierz atrybut x; i punkt podziatu p;, dla ktérych uzyskano najwieksza
redukcje zréznicowania Al w zbiorze O.

c. Podziel zbior @ na dwa podzbiory, tj. przyktaddw zaliczajgcych test T (®1) i niezaliczajgcych (Do).

d.Powtorz p. 1 dla @, i Do,



Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Problem: Predykcja szeregu czasowego z wieloma cyklami wahan sezonowych w horyzoncie 7 na podstawie
przebiegu historycznego.
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Godzina

Obcigzenie system elektroenergetycznego z cyklami rocznymi, tygodniowymi i dobowymi



Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego
Reprezentacja szeregdw czasowych za pomocg obrazéw/wzorcow sekwencji dobowych

«104 Oryginalny szereg czasowy
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Czas

= Dudek G.: Systemy uczqce sie oparte na podobieristwie obrazow do prognozowania szeregow czasowych obcigzen elektroeneregtycznych. EXIT, Warszawa 2012
= Dudek G.: Pattern Similarity-based Methods for Short-term Load Forecasting — Part 1: Principles. Applied Soft Computing, vol. 37, pp. 277-287, 2015



Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Reprezentacja szeregdw czasowych za pomocg obrazéw/wzorcow sekwencji dobowych

P;= [PE,I y Pi gy <o) Pi,zd]f \Pm: [Piec1s Pivcar ooor Piuc gl

g(P) h(P)

Xi= X1, X; 20 s Xi 24 ] \ / Yi= Wiz, Vi Vil

Zblér UCZQCV: {(x_‘j ’ V_I)! (x2f VZ).' .l(x;'.l V;' ).' }




Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Model prognostyczny:

f:X>Y

Wezet 1
X 2> p1
N T
Wezet 2 Wezet 3
X > P X 2 ps3
X — — Vi
Wezet 4 Wezet 5 Wezet 6 Wezet 7
7 = 0.0449 7 = 0.4291 7 = —0.2853 X > pa

Wezet 8 Wezet 9
y = —0.4874 5 = —0.3931




=

Wyniki:

Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

x24 < -0.0924

N =104
y=-0.1723
std = 0.0723

x24 < -0.1718

N =61

N=18
y =-0.2565
std = 0.0439

y = -0.2089
std = 0.0553

y=-0.1203
std = 0.0611

N =43

N =43
y = -0.1890
std = 0.0470

b)

x21 < 0.1532

N = 104
y = -0.2568
std = 0.0840

X20 < 0.3447

N=72
y =-0.2279
std = 0.0500

N=1
y = -0.0550
std = 0.0000

N=4
y =-0.0795
std = 0.0667

x6 < -0.2336

N =50
y = -0.2467
std = 0.0405

N =28

y =-0.3565

std = 0.0522

x2 < -0.3289
N =51

y =-0.2429

std = 0.0483
N =31

y = -02601

std = 0.0377

x24 < -0.0276
N=76
y =-0.2200
std = 0.0603
N = 21
y=-0.1912
std = 0.0312
N=19
y = -02249
std = 0.0360

Drzewa regresyjne dla prognoz obcigzen o godz. 1 (a) i 6 (b) w Srody.

Dudek G.: Drzewo regresyjne jako narzedzie prognostyczne. Mat. Konf. Prognozowanie w Elektroenergetyce 2004, str. 99-105.




Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Inne przyktady drzew regresyjnych do prognozowania szeregdw czasowych — drzewo regresyjne z rozmytymi
weztami

Wezel 1
Ho(x)=0.2 X ni(x)=0.8
o "
Wezet 2 y1=0,19
e e Y(X) = Y1 (X) + Yo 15 (X) 21 (X) + Yo g (X) 13 (X) g (X)
x; §; + yfyf (x)yl2 (X),u(l) (x)=019-0,8+0,12-0,83-0,2
i1z Wezel 3 +0,26-0-0,17-0,2+0,09-1-0,17-0,2=0,175
M3(x)=0 3<_ HIx)=1
l‘)k X, -
y3=0.26 ¥3=0,09

= Dudek G.: Prognozowanie krdotkoterminowe obcigzen systemow elektroenergetycznych z wykorzystaniem rozmytych drzew regresyjnych. Przeglad Elektrotechniczny, r. 90, nr 4, s. 108-111, 2014.



Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Inne przyktady drzew regresyjnych do prognozowania szeregdw czasowych — wielowymiarowe drzewo regresyjne

Node 7 7 Node 8 " Node 9

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2
5 10 15 20

Node 13 A Node 14 Node 15

0.5

-0.5 -0.5

Dudek G.: Multivariate Regression Tree for Pattern-based Forecasting Time Series with Multiple Seasonal Cycles. ISAT 2017. Advances in Intelligent Systems and Computing 655, pp. 85-94, 2018.
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Przyktad zastosowania drzewa regresyjnego

Inne przyktady drzew regresyjnych do prognozowania szeregdw czasowych — losowy las regresyjny

l. Fork=1to K:

1.1. Draw a bootstrap sample L of size N from the training data.

1.2. Grow a random-forest tree 7} to the bootstrapped data, by recursively re-
peating the following steps for each node of the tree, until the minimum
node size m 1s reached.

1.2.1. Select F variables at random from the » variables.
1.2.2. Pick the best variable/split-point among the F.
1.2.3. Split the node into two daughter nodes.

2. Output the ensemble of trees {7} }i= 1.2, .. k-

To make a prediction at a new point x:

1 K
f(x)=E§7;(x) (1)

Table 1. Results of forecasting.

Model January July Mean
MAPE,, IOR MAPE,, IOR MAPE,, IOR
RF 1.42 1.39 0.92 0.98 1.16 1.17
CART 1.70 1.58 1.16 1.17 1.42 1.39
Fuzzy CART 1.62 1.47 1.13 142 1.37 1.35
ARIMA 2.64 2.34 1.21 1.24 1.91 1.67
ES 2.35 1.88 1.19 1.30 1.76 1.56
ANN 1.32 1.30 0.97 1.01 1.14 1.15
Naive 6.37 5.36 1.29 1.20 3.78 3.82

Fig. 1. Algorithm of RF for regression.

Dudek G.: Short-Term Load Forecasting using Random Forests. Intelligent Systems’2014, Advances in Intelligent Systems and Computing 323, pp. 821-828, 2015.



Podsumowanie

Model interpretowalny — reprezentacja drzewiasta lub zbidr regut decyzyjnych "jesli — to"
Czytelny algorytm konstrukcji modelu

Dziatanie na atrybutach nominalnych, porzgdkowych i ciggtych

Nie wymaga specjalnego przygotowania danych

Efektywne pamieciowo

Wbudowany mechanizm selekcji atrybutow

Podziat przestrzeni cech na hiperprostopadfosciany

Lokalna aproksymacja funkcji statg wewnatrz hiperprostopadtoscianu (aproksymacja dyskretna)
Zaleznie od funkcji docelowej drzewo decyzyjne moze petnic role klasyfikatora lub modelu regresyjnego
Zachtanny algorytm optymalizacyjny nie zawsze prowadzi do optymalnych rozwigzan

Model niestabilny — niewielkie zmiany w danych uczgcych mogg powodowac duze zmiany modelu

Na bazie drzew decyzyjnych budowane sg komitety: lasy losowe, boosted decision trees (XGBoost, Light GMB, CatBoost)



