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DEFINICJA PROBLEMU

Rozwazmy problem klasyfikacji przyktadéw X do jednej z dwdch klas oznaczonych etykietami
y=+1lluby=-1.

Zatézmy, ze chcemy znalezé réwnanie ptaszczyzny /
dyskryminacyjnej (decyzyjnej) separujacej punkty z
klasy +1 od punktéw z klasy —1, ale takie;j:

—-—

e ktora lezy w srodku pasma separujgcego te
klasy i

e pasmo to ma maksymalng szerokos¢.




DEFINICJA PROBLEMU

Musimy wiec znalez¢ takg ptaszczyzne lezacy pomiedzy obszarami obu klas, dla ktérej odlegtosc¢
mierzona pomiedzy tg ptaszczyzng a najblizszymi do niej punktami z obu klas (tzw. wektorami
nosnymi/wspierajgcymi/podpierajgcymi) jest najwieksza.

Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny wyraza wzor:

A wyx, et wx, Wy | WX+ Wy |

d

JWE W W [

Wektor wspdtczynnikdw w = [wi, wa, .. wy]" hazywamy wektorem normalnym ptaszczyzny (jest on
prostopadty do ptaszczyzny). |w|

to dfugosc tego wektora.

Wartos¢ bezwzgledna w liczniku zapobiega ujemnym wartosciom odlegtosci dla punktéw lezgcych
po jednej stronie prostej. Jesli przyjmiemy, ze zachodzi to dla punktéw z klasy —1, to odlegtos¢
mozemy zapisac:



DEFINICJA PROBLEMU

Zadamy, zeby odlegto$¢ pomiedzy kazdym punktem x;, a ptaszczyzng dyskryminacyjng byta nie
mniejsza od pewnej wartosci M zwanej marginesem:

Margines powinien by¢ jak najwiekszy. Szukamy takich wspodtczynnikéw ptaszczyzny
dyskryminacyjnej, aby osiggna¢ maksymalny margines. Takich rozwigzan jest nieskoficzenie wiele,
poniewaz jest nieskoniczenie wiele wektoréw normalnych do danej ptaszczyzny (rézinig sie
dtugosciy).

Narzuémy wiec ograniczenie na dtugos$¢ wektora w. Przyjmijmy, ze ma ona by¢ rowna
||w|| =1/M. Teraz mozemy zmienic¢ cel zadania: zamiast szuka¢ maksymalnego marginesu, szukamy

minimalnej dtugosci |w].
Przeksztatcamy nieréwnosc (*):

VWX W) | YT wy)

o] Y >M -y, (WX +w)>1 Vi (*¥*)



FUNKCIJA CELU

Problem optymalizacyjny zapiszemy nastepujgco:
min %”w”2 pod warunkiem y,(W'x, +w,)>1, Vi

Jest to typowy problem optymalizacji kwadratowej (kwadratowa funkcja celu), ktéry rozwigzuje
sie metoda Lagrange’a’. Metoda ta polega na wprowadzeniu funkcji Lagrange’a, ktéra jest suma
oryginalnej funkcji celu i ograniczen (dla kazdego punktu) przemnozonych przez mnozniki a;> 0:

1 N 1 N N
Lo (W, Wy, @) = E”W”2 _Zai[yi (WX +w,) 1] :E”WHZ _Zai Y, (WX + W) + Zai (#)
i=1 i=1 i=1
Funkcja jest minimalizowana ze wzgledunawi wp :
N
%:0 - W:izzllociyixi (##)

oL, N
o0 > Yay =0
a |:1 Iyl

0

* Opis metody w: Kusiak J. i In.: Optymalizacja. PWN 2009, str. 121.



OPTIMUM

Podstawiamy wyniki tej optymalizacji do (#) i otrzymujemy (tzw. postaé dualng funkcji L):

1 N N r N
LD:—EZZaiajyiijixj+Zai
i=1

i=1 j=1

N
Teraz maksymalizujemy te funkcje ze wzgledu na «; przy ograniczeniach: Z“iyz‘ =0ia>0, Vi.

i=1

W wyniku otrzymujemy zbidr mnoznikdw a;, przy czym tylko niektére z nich majg wartosci wieksze
od zera. Pozostate s3 wyzerowane. Te niezerowe mnozniki odpowiadajg wektorom nosnym
(punktom na ktérych opiera sie margines).

Majgc wartosci a; z (##) mozemy wyznaczy¢ wektor normalny ptaszczyzny separujacej:

W= Zai YiX;

ieQ

gdzie Q) jest zbiorem indekséw wektorédw nosnych.



REGULA DECYZYINA SVM

Ptaszczyzny przechodzgce przez wektory nosne (ograniczajgce margines) majg postacé:
YW +w,) =1 ieQ
Stad:
Wy =y, —W')X, ieQ
Zauwaz, ze wspotczynniki ptaszczyzny dyskryminacyjnej zalezg jedynie od wektoréw nosnych i sg
niezalezne od punktéw lezgcych dalej (usuniecie tych punktéw nie wptynie na powierzchnie
decyzyjng).

Przedstawiony algorytm klasyfikacji nosi nazwe maszyny wektoréw nosnych (Support Vector
Machine, SVM).

Ostatecznie regutfa decyzyjna SVM przyjmuje postaé:

f(X) =sgn(w'x +Ww,) = sgn[Z a, Y (X - X) + Woj

ieQ

gdzie: sgn(z) oznacza +1,gdyz>0i-1,gdyz <0, a (X, -x) toiloczyn skalarny dwdch wektorow.



SVM DLA DANYCH NIESEPROWALNYCH LINIOWO

W przypadku danych nieseparowalnych liniowo poszukujemy ptaszczyzny, ktéra rozdziela obszary
decyzyjne z najmniejszym btedem.

Wprowadzamy zmienne & > 0, ktére pozwolg ostabi¢ ograniczenia. Mozliwe sg dwa rodzaje
naruszenia ograniczen:

e przyktad lezy po niewtasciwej stronie powierzchni decyzyjnej

e przyktad lezy po wtasciwej stronie lecz na marginesie

Ostabiamy ograniczenia (**):

YiW'x +w,) >1-¢&, Vi (@)



SVM DLA DANYCH NIESEPROWALNYCH LINIOWO

e gdy & =0, x; jest klasyfikowany poprawnie i lezy poza marginesem lub na jego granicy (a),
e gdy0< <1, xjest klasyfikowany poprawnie, ale lezy na marginesie (b),

o gdy & > 1, xjest klasyfikowany btednie (c).

\ \ klasa +1

(g)




SVM DLA DANYCH NIESEPROWALNYCH LINIOWO

N
Zdefiniujmy "miekki" btad jako z; i dodajmy go jako sktadnik karny do funkgcji celu:

i=1
1 2 N
Ll e
i=1
Szukamy minimum tej funkcji przy ograniczeniach (@) oraz &> 0. Parametr C >0 decyduje o "sile"

kary.

Funkcja Lagrange'a przybiera postacé:
1 2 N N T N
Ly (W, Wy, @, 1) :E”W” +CZ§i _Zai[yi (W' X; +W0)_1+§i]_21ui§i (@@)
i=1 i=1 i=1

gdzie i > 0 jest mnoznikiem Lagrange'a dla ograniczenia zwigzanego z wartoscia &.
Przyrownujac pochodne Lp po w, wo i & do zera otrzymujemy:

oL, N
—=0 > w= E a Y. X
a ) Iyl 1
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SVM DLA DANYCH NIESEPROWALNYCH LINIOWO

oLy
=0 - ay, =
)
oL,

=0 > C—a,—pu=0
oe A

Poniewaz >0, to 0 <, <C . Podstawiajac powyzsze do (@ @) otrzymamy posta¢ dualng L:

N N N
= Z ZZ%%%%X?"]

i=1 i=1 j=1

l\)l~

N
przy ograniczeniach: > a,y,=0i0<¢a,<C.

i=1

Postac ta rézni sie od postaci rozwazanej wczesniej dla liniowej separacji tylko tym, ze ; nie moze
by¢ wieksze od C.
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SVM DLA DANYCH NIESEPROWALNYCH LINIOWO

Maksymalizujemy Lp ze wzgledu na mnozniki &;i w wyniku otrzymujemy:
e ¢;=0dla punktéw poprawnie klasyfikowanych lezgcych poza marginesem,
e 0< i< Cdlapunktéw lezacych na ptaszczyznach granicznych marginesu,
e ;= Cdla punktdéw lezgcych na marginesie i btednie klasyfikowanych.

W tym przypadku wektorami nosnymi nazywa sie punkty, dla ktérych a; > 0. Punkty te definiujg
wektor normalny w ptaszczyzny decyzyjne;j.

Dla punktéw lezacych na granicy marginesu mamy & =01 y.(w'x, +w,)=1. Z tego réwnania
mozemy wyznaczy¢ wo.

Parametr C dobiera sie w kroswalidacji przyjmujac jego wartoéci ze zbioru [10°, 107, ..., 10°].
Wartos¢ C decyduje o kompromisie pomiedzy maksymalizacjg marginesu a minimalizacjg btedu.
Zbyt duzy prowadzi do przeuczenia modelu, zbyt maty skutkuje niedouczeniem.

12



MASZYNA JADROWA

Gdy dane nie s3 liniowo separowalne mozemy:
e zastosowac klasyfikator nieliniowy lub

e odwzorowac dane nieliniowo do nowej przestrzeni, gdzie bedga liniowo separowalne i uzyé
liniowego klasyfikatora®

Zdefiniujmy wiec nowe przyktady z = [z1, 2, ..., Zm] przeksztatcajac oryginalne przyktady za pomoca
funkcji bazowej (wektorowej) @(x):

z=09(xX), z,=¢,(x), k=12..m

Przechodzimy z n-wymiarowej przestrzeni X do m-wymiarowej przestrzeni Z (m > n). Réwnania
ptaszczyzn dyskryminacyjnych majg w tych przestrzeniach postacie:

f(z)=w'z,

(09 =W = > W, ()

" Podobne podejicie zastosowali$my w aproksymacji funkcji - patrz wyktad 6, slajd 16 (rozszerzona reprezentacja)
13



MASZYNA JADROWA

Pomijamy w zapisie wo, przyjmujac z1 = ¢i(x) = 1.

Funkcja celu ma takg sama postac jak poprzednio:
1 2 N
Shwlm+c2é
2 =
ale ograniczenia sg zdefiniowane w nowej przestrzeni:

YW o(x)=1-¢&, Vi

Lagrangian ma postac:
1, w N N . N
Lo (W, a,p) = E”W” + ngi - Zai[yiw o(x)-1+&]- Z:uiéi
i=1 i=1 i=1

Z przyrownania pochodnych do zera otrzymamy:

oL, N oL
P _0 - W:za. ox), =—L£=0 - C-a,—-u=0
ow = Yip0) g A
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FUNKCJE JADROWE WYKORZYSTYWANE W SVM

Postac dualna lagrangianu:
N 1 N N T
LD:Zai_EZl: aiajyiyjq)(xi) (P(Xj)

i=1 i j=1

N
przy ograniczeniach: Zaiyi =0i0<a,<C.
i=1

Ideg maszyn jadrowych jest zastgpienie iloczynu skalarnego (p(Xi)T(p(Xj) funkcjg jadrowa
K(x;,X;) oryginalnych przyktadéw. Zamiast odwzorowywac przyktady x za pomocg funkcji @(x) na
przestrzen Z i wyznaczad iloczyn skalarny w tej przestrzeni, stosujemy funkcje jgdrowa dziatajgca

bezposrednio na przyktadach x (kernel trick):

N 1N
Lo =Zai_zzzaiajyiyjK(xi’Xj)

=1 i=1 j=1

Ptaszczyzne dyskryminacyjng mozemy zapisac:
N N
S(x)= WT(P(X) = Z aiyi(p(xi)(p(x) = Zaiy[K(Xi’ X)
i=1 i=1

Klasyfikator wykorzystujacy ten mechanizm nazywa sie maszyng jagdrowa.
15



WIELOKLASOWE MASZYNY JADROWE

Gdy liczba klas K > 2 konstruujemy K klasyfikatoréw SVM. Kazdy z nich separuje jedng klase od
pozostatych. Kazdy wiec tworzy powierzchnie dyskryminacyjng oddzielajacg przyktady klasy /-tej
(ktérym nadaje sie etykiete +1) od przyktadéw z pozostatych klas (ktérym nadaje sie etykiete
-1):

f}(X)= ZailyiK(Xi’X)

i€Q,

W trakcie klasyfikacji nowego przyktadu wyznaczamy wartosci funkcji decyzyjnych utworzonych
przez wszystkie klasyfikatory SVM. Funkcja zwracajgca najwiekszg wartos¢ wskazuje klase
przyktadu:

f(0)= argmax{ZaZ yl-K(x,»,x>}

1=12,.K | jcq,

Alternatywnym podejsciem jest konstrukcja K(k-1)/2 klasyfikatoréw separujgcych klasy parami
(kazda z kazdg).
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