SYSTEMY UCZACE SIE

WYKtAD 8. NIEPARAMETRYCZNE METODY APROKSYMACIJI FUNKCJI




PAMIECIOWE METODY APROKSYMACII FUNKCJI

Jesli posta¢ modelu regresyjnego jest nieznana do aproksymacji funkcji mozemy uzyé
metod pamieciowych (nieparametrycznych)

Metody pamieciowe przechowujg zbidr przyktadow trenujgcych i na jego podstawie
tworzg hipoteze dla nowego przyktadu (punktu zapytania)

Estymujac funkcje regresji uwzgledniamy w modelu jej wiasnosci lokalne, czyli dotyczace
otoczenia punktu zapytania

Model jest kombinacjg liniowg pewnych funkcji bazowych



MIARY ODLEGtOSCI

Do konstrukcji funkcji regresji w otoczeniu punktu zapytania niezbedne jest zdefiniowanie
metryki mierzacej odlegtosci pomiedzy dwoma punktami (przyktadami).

Miara odlegtosci pomiedzy wektorami x, i x,, jest funkcja:
d: XxX - R,
taka, ze:

[dy0 R: —oo<d, <d(X,,X,) <+, [x,,x, 0OX,
d(x,,x,)=d,, Ox,0OX,
d(x,,x,) =d(X,,x,), [Ox,,x, 00X,
Jesli ponadto:
d(x,,%,) =d, wtedy i tylko wtedy, gdy x, = X,

d(x,,x.)=d(x,,x,)+d(x,,Xx.), 0Ox,,X,,x.0X,

d zwana jest metryczng miarg odlegtosci.



MIARY ODLEGtOSCI

Do okreslania odlegtosci pomiedzy punktami najczesciej stosuje sie:
e odlegtos¢ euklidesowa:

d(x,,%,) =[(x, =%,) " (X, =x,)]¥% = \/i(xa,j = %)’

* odlegtos¢ miejska (city-block, Manhattan):
d(xa’xb) = Zl Xa,j _Xb,j |
j=1

Kazda z tych funkcji stanowi szczegdlny przypadek odlegtosci Minkowskiego:

1/m
d(Xa,Xb) :(Z| Xaj T % |mJ
=1

Miary oparte na odlegtosci Minkowskiego nie sg niezmiennicze wzgledem skali wartosci
atrybutow (atrybuty wyrazone sg w réznych jednostkach lub zmieniajg sie w réznych zakresach).
Zmiana skali powoduje zmiane odlegtosci pomiedzy punktami. Aby temu zapobiec, zaleca sie
wczesniejszg normalizacje obserwacji lub wazenie atrybutdéw przy wyznaczaniu odlegtosci.



MIARY ODLEGtOSCI

Funkcja wazonej odlegtosci euklidesowej ma postac:

d(X,, %) =[(X, _Xb)TW_l(Xa _Xb)]ll2
gdzie W = diag{ g7 ,07,...,07}, G sa odchyleniami standardowymi poszczegdlnych atrybutdw.
Aby miara uwzgledniata réwniez korelacje miedzy atrybutami, stosuje sie odlegtosc
Mahalanobisa:

d(X,, %) =[(X, _Xb)TS_l(Xa _Xb)]1/2
gdzie S jest estymatorem macierzy kowariancji.
Wazenie stosuje sie takze w przypadku, gdy chcemy zrdznicowac udziat sktadowych. Funkcja
wazonej odlegtosci Minkowskiego ma postac:

1/m
d(Xa,Xy) :(ZWj | Xaj = %o |m]
j=1

gdzie w; > 0 jest wagg j-tej sktadowej (czynnikiem skalujgcym); czesto ij =1.
j=1

Czynnik skalujgcy w; rozciaga lub skraca przestrzer obrazéw wzdtuz jej osi. W przypadku gdy
w; ={0, 1}, niektére wymiary tej przestrzeni moga by¢ wyeliminowane (selekcja atrybutow).



METODA NAJBLIZSZEGO SASIADA

Metoda najblizszego sasiada (NS, nearest neighbor) jest najprostszym pamieciowym podejsciem
do aproksymacji funkcji. W celu odpowiedzi na zapytanie dotyczace przyktadu x* znajduje sie
najblizszy mu przyktad trenujacy (x;, y;) i przyjmuje sie jego etykiete za hipoteze:

h(x*) ={y; largmind(x;,x*)}

Zaletg metody NS jest jej prostota i

uniwersalnos¢. Algorytm NS nie wymaga zatozen "
dot. dziedziny i reprezentacji przyktadow, poza 1 f(x)\ '{\4\0\
tym, ze jest na nich okres$lona pewna miara 05l 7 o N
odlegtosci. - { \

o \K
Mankamentem metody NS jest tendencja do \
nadmiernego  dopasowania i schodkowa 05y K\
aproksymanta. 1 ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1




IMETODA K NAJBLIZSZYCH SASIADOW

Uogdlnieniem metody NS jest metoda k najblizszych - o
sgsiadow (k-NS), gdzie hipoteze tworzy sie na podstawie o
etykiet k najblizszych przyktadow do przyktadu x*,

0.5

ktorego dotyczy zapytanie:

0.0
1

Hx) =3y

i0Q

-05

gdzie Q jest zbiorem indeksow k najblizszych sgsiadéw x* = | f(x) .

w zbiorze trenujgcym. ‘ : ; ‘ ‘

T T
0.0 02 0.4 xr( os 08 1.0

Dalszym uogodlnieniem metody NS jest wprowadzenie wag zaleznych od odlegtosci przyktadu x;
ze zbioru k-NS od x*, np.:

D w(xX)y

S ST

i0Q



IMETODA K NAJBLIZSZYCH SASIADOW

gdzie wyx) jest funkcja wazaca, zalezng od odlegtosci, !
zwykle monotonicznie malejgcg, osiggajagca maksymalng 0.8
wartos¢ w zerze, a minimalng (nieujemng) — dla odlegtosci 056
do k-tego najblizszego sasiada (x), np.: A e
| p=1, g=-0,8

_d(xx) o e s |

ax,xy .\l p=025,4=08] M =eee_ N}

W(X)=p %_1 +1 % o0z 04 06 08 1

1+ i d(x,x)/d(x,x¥)

15

T a6 x)

1.0

05

Generalnie im gtadsza jest funkcja wagowa, tym gtadsza
jest funkcja estymowana. Przyktad x; ze zbioru k-NS

0.0

uwzgledniany jest w formowaniu hipotezy dla przyktadu

-05

x* w stopniu zaleznym od odlegtosci od x*. Stopien ten

-1.0

jest wyrazony wagg wj(x).




ESTYMATOR NADARAYI—\WWATSONA

Inne typy funkcji wagowych:

2
e gaussowska — W(X) = exp{— d():?i) ]
* hiperbola kwadratowa — wW(X) = 1 .
1+m(d(x,x;)/k)

Dalszym uogdlnieniem jest wprowadzenie funkcji wagowych, zwanych jadrami K (kernel), dla
kazdego przyktadu trenujgcego. Dla przypadku jednowymiarowego hipoteza ma postac (tzw.

(7
h(x) ==~

507

i=1

estymator Nadarayi—-Watsona):

gdzie s 0 R" jest parametrem wygtadzania.

" Patrz wyktad 7, slajdy 13-16.



ESTYMATOR NADARAYI-WATSONA — PRZYKtAD

Na podstawie przyktadéw trenujgcych:

X 3.0 3.3 3.9 4.2 4.9 6.9 7.2
y 0.30 0.34 0.42 0.48 0.56 0.64 0.62
wyznacz wartos¢ funkcji w punkcie x* = 6.5.
Jako jadra przyjmijmy funkcje gaussowskie: 0.04}
K(X X p( (x= X') j 0.03}
s\/_ x_

gdzie za s przyjmujemy 1.4.
Wartosci jader kolejnych punktéw trenujgcych w
punkcie x* (K((6.5 — x;)/1.4) wynoszga:

K; = [0.0018, 0.0030, 0,0073, 0.0106, 0.0212,
0.0391, 0.0359]

0.02¢

0.01¢

a'aWlia
W\a\JU

X

10

Rysunek. Funkcje jgdrowe rozpiete nad przyktadami

trenujgcymi i ich wartosci w punkcie x*.

10




ESTYMATOR NADARAYI-WATSONA — PRZYKtAD

Estymator Nadarai—-Watsona mozna zapisac jako:

N {5
09 = Wy, gdzie WX =52
2{")

Wartosci wag w; dla kolejnych punktéw

0.7

uczacych wynoszg: e ..
=[0.0151, 0.0251, 0.0610, 0.0892, 0.1784,  "*0 < ?
0.3291, 0.3021] ¢ i
0.4t * |
Estymowana wartos¢ funkcji w punkcie x*: o . ;
0.3¢f ° |
h(x) =0.0151 030+ 0,0251 034+ 0,0610 042+ w o
0.2} ‘
+0,0892[D48+ 01784056+ 0,3291 D64+ l
0,3021062=05793 0.1y I I |
O ) |

2 3 4 5 6 & 7 8

Rysunek. Aproksymacja metodq Nadarayi-Watsona.
11



ESTYMATOR NADARAYI-\WATSONA

W przypadku wielowymiarowym stosuje sie jadra produktowe (iloczyny jednowymiarowych

jader dla poszczegdlnych wspoétrzednych/atrybutéw). Wtedy otrzymujemy:

047

i=1 j=1

h(x) =

Dla jader gaussowskich produktowy estymator Nadarayi—Watsona przybiera postac:

0 (X = %,)° —>§
h(x) = i

;{ (X, x,]

=

W tym przypadku parametry wygtadzania dobiera sie indywidualnie dla

wymiaru/atrybutu.

kazdego

12



ESTYMATOR NADARAYI—\WWATSONA

W pierwszym przyblizeniu parametry wygtadzania mozna wyznaczyc¢ ze wzoru:

1
n+4 -t
S =0, _ 4 =g N 4
] J (n+2)N J

gdzie 0O, jest odchyleniem standardowym x;

15

estymowanym z proby,

i dostroi¢ w procedurze kroswalidacji.

Decydujac o kompromisie pomiedzy
obcigzeniem i wariancjg estymatora, parametry
wygtadzania s; istotnie wptywajg na jego jakosc,
stad bardzo waziny jest precyzyjny dobdr ich
wartosci. Zbyt mate wartosci s; skutkujg
nadmiernym dopasowaniem modelu do danych

O

y,f(x).h(x)

.
. b
0
.,

05F | ==——- h(x) dla s=0.5

uczacych, natomiast zbyt duze — nadmiernym h(x) dla s=2
wygtadzeniem estymatora, maskujacym I I vrhegdasss | |
specyficzne cechy aproksymowanej funkgji'. 0 02 0.4 0.6 0.8 1

X

"Skrypt implementujacy estymator Nadarayi-Watsona: http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/39361-
nadaraya-watson-smoothing/content/smoothing.m

13



APROKSYMACIJA ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

Funkcja sklejana® zwana splajnem okreélona na przedziale [ty, t.1] jest

e wielomianem stopnia co najwyzej g w kazdym podprzedziale [ty, txilk = 1, 2, .. m (brzegi
przedziatdw t, nazywamy weztami) i

e posiada ciggte pochodne rzedu 1, 2, ..., g—1 dla wszystkich argumentéw z przedziatu
[tlr tm+1]'

Czyli jest to funkcja gftadka, odcinkowo 15
wielomianowa. Gtadko$¢ zapewniona jest
przez jednakowe pochodne na granicach
podprzedziatéw.

Funkcja sklejana ma postac:

yf(x),h(x)

=YX +3 A7 (%)

* Koronacki J., Cwik J.: Statystyczne systemy uczace sie. WNT 2005. X
14



APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

x—t, ), dlax>t
gdzie: a;, [ — wspotczynniki, (x-t, )7 = (x=t) k
0, dlax<t,

Przyktadowo dla g = 3 i trzech podprzedziatow (patrz rysunek powyzej) funkcja sklejana ma
postac:

h(x) =a, +a,x+a,x* + B,(x—1,)% + B,(x-1,)3 + B,(x-1,)3

Jest to suma:

* wyrazu wolnego a;

* prostej ayx

 paraboli asx® oraz

e wielomianéw B (x-t,)?

Wielomian B (x-t.)? ,zaczyna” sie w
punkcie t, i jest niezerowy na prawo od tego al
punktu.

15



APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

Dobér liczby przedziatdw m oraz weztdw t, odbywa sie adaptacyjnie, np. w procedurze
kroswalidacji.

Dla zadanych wartosci m oraz t, wspétczynniki a;, [ estymuje sie metoda najmniejszych
kwadratow®.

Inny sposdb estymacji parametréow polega na minimalizacji btedu powiekszonego o sktadnik kary
(regularyzacja)**:

(% ~h(x))? + AJ (" () dx

gdzie A jest tzw. wspdtczynnikiem wygtadzania, a h"(x) jest drugg pochodng hipotezy.

Catka z kwadratu drugiej pochodnej hipotezy jest tym wieksza im bardziej oscylacyjny jest
przebieg tej funkcji. Im wieksza wartos¢ A, tym wieksza jest kara za niegtadkos¢ (oscylacyjnosc).
Kara pozwala na wygtadzenie estymatora (fagodniejszg zmiennos¢).

5 zauwaz ze funkcja (*) jest modelem liniowym (patrz ostatni slajd wyktadu 6 — rozszerzona reprezentacja)
Koronacki J., Cwik J.: Statystyczne systemy uczace sie. WNT 2005.

16



APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

Czesto przyjmuje sie, ze weztami sg wszystkie punkty trenujace, a g = 3 (splajny kubiczne).
Wtedy jedynym parametrem do estymacji jest wspdtczynnik wygtadzania A. Jego wartosé

dobiera sie w kroswalidacji.

W przypadku wielowymiarowym (przyktady s wektorami) hipoteza jest rozwigzaniem
nastepujgcego zadania minimalizacji:

h(x) = argrp(ip@(yi ~h(x,))* +AR(h)j

gdzie kara za niegtadkos¢ ma postac:

R(h):ZZIa an

j=1 k=1

17



LOKALNA REGRESJA LINIOWA

W lokalnej regresji liniowej (LOWESS, locally weighted scatterplot smoothing) dla przyktadu x*
(zapytania) tworzy sie model liniowy na podstawie zbioru trenujgcego, przy czym w
minimalizowanej funkcji btedu uwzglednia sie udziat kazdego przyktadu w stopniu zaleznym od

odlegtosci od x*:

N[ X* =%
ZK( 'j(yi —h(x*)* (**)
= S
Odlegtos¢ od x od x* wyrazona jest za pomocg jadra K 1
x*=0
(tradycyjnie uzywa sie jadra kubicznego: 0.8} s=2
xt=x N2 g oe
K(x, x*, S):[l—(gj J ). *;:;o.4
S 0.2
Hipoteza ma postac liniowa: % 1 0 1 2

h(x) = a,(x*) +a,(x*) x

Model liniowy dopasowywany jest lokalnie do przyktadéw w otoczeniu zapytania x* metoda
wazonych najmniejszych kwadratéw minimalizujgca funkcje (**).

18



LOKALNA REGRESJA LINIOWA | WIELOMIANOWA

Zamiast hipotezy liniowej mozna uzy¢ wielomianu, np.: h(x) =a,(x*) +a,(X*) x+a,(x*) X°.
Pozwala to na dokfadniejszg aproksymacje, uwzgledniajacg lokalng nieliniowo$¢ funkcji
docelowe;.

[Te]
-

1.0

05

-05

-1.0

T T T T T T T T T T T T
0.0 D2 04 06 0e 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Parametr s dobiera sie w kroswalidacji.

Metode regresji lokalnej mozna uogolnié na przypadek wielowymiarowy.
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