SYSTEMY UCZACE SIE

WYKLAD 7. KLASYFIKATORY BAYESA




TWIERDZENIE BAYESA

Wiedza pozyskiwana przez metody probabilistyczne ma posta¢ konstruowanych na podstawie
danych trenujgcych oszacowan prawdopodobienstw wystgpienia w tych danych okreslonych

wartosci atrybutow i klas.

0.5
Reguta Bayesa bazuje na zatozeniu, ze znane s3: 0.4 klasa 1
klasa 2
P(i) — prawdopodobienstwo a priori, ze przyktad nalezy = 03
do klasy i oraz - 02
0.1
flx|i) - gesto$¢ rozktadu prawdopodobienstwa
przyktadéw w klasie i. 0 0 5 10

X

Reguta Bayesa pozwala wyznaczy¢ prawdopodobienstwo a posteriori (po zaobserwowaniu x), ze
przyktad nalezy do klasy i (i=1, 2, ..., K):
. f (x|i)P(i
P ) = XIDPO)
> FxINP@)
1=1



FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA

Twierdzenie Bayesa pozwala wybra¢ klase (hipteze) najbardziej prawdopodobng w sSwietle
zaobserwowanych danych: sposréd wszystkich klas (hipotez) wybieramy te, ktéra ma najwiekszg
wartos¢ P(i |X). Prawdopodobienistwa a posteriori moga petnic role funkcji dyskryminacyjnych:

g, (x) =P [x)
Poniewaz mianownik wzoru Bayesa jest jednakowy dla wszystkich klas mozemy zapisac:

g (x) = f (x]1)P()
0.8

Przyktad x zliczamy do klasy i, jesli zachodzi: PEPE=PE)

0.6/ g,(x)=0,(x)

f(x[i)

g;(¥)>g;(X), 1,j=12,..K,i#]j,czyli
9,(X)=05(X)

¥

0.4}
fx|DPG) > x| DP()), 1,j=22,...K,i %]
0.2}

0 5 | 0
klasal klasa2 | klasa 3
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FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA

Gaussowskie rozktady atrybutéw w klasach, jednakowe wariancje —

30— liniowe linie dyskryminacyjne (patrz maszyna liniowa)
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20 Gaussowskie rozktady atrybutow w klasach, rézne macierze
kowariancji w klasach — kwadratowe linie dyskryminacyjne
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FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA

Jesli atrybuty w klasach majg rozktady normalne (Gaussa):

f (i) = —%(x—mifzsl(x—mi)j

1
—————exX
@D |, [ F{
gdzie m; — srednia przyktadéw w klasie i, 2;, | 2 ;| — macierz kowariancji w klasie i i jej wyznacznik

Funkcje dyskryminacyjne mozemy wyrazi¢ jako g (x):In(f(xli)P(i)):Inf(x|i)+|n P(i). Wtedy

0golny wzdr na funkcje dyskryminacyjng reguty Bayesa dla klas gaussowskich:
1 Tea 1 .
gi(X)z_E(X_mi) 2 (X_mi)_Elnlzi [+InP(i) (*)

Z powyzszego wzoru wynika, ze w ogdlnym przypadku funkcje te sg kwadratowe, co oznacza, ze
powierzchnie dyskryminacyjne sg stopnia drugiego (hiperelipsoidy, hiperparaboloidy).



FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA

Gdy atrybuty w klasach sg statystycznie niezalezne i posiadajg te sama wariancje (tzn. =, =o”l )

otrzymujemy liniowe powierzchnie dyskryminacyjne. Gdy dodatkowo przyjmiemy, ze P(i) dla
poszczegdlnych klas sg rowne otrzymamy*:

—__ 1 _ T _ - _ 1 C _ 2
g, (x) = >z (x=m;) (x=m;) = 202,/;(& M)

Wartos¢ funkcji dyskryminacyjnej jest w tym przypadku zanegowang odlegtoscia x od m;

(maszyna liniowa).

Powyzej zatozylismy, ze dane (wektory liczb rzeczywistych x) opisane sg wielowymiarowymi
rozktadami ciggtymi f(x|i). Jesli dane sg dyskretne zamiast gestosci stosujemy rozktady
prawdopodobienstw P(x |i). Wtedy funkcje dyskryminacyjne majg postaé:

g (x) = P(x[1)P(i)

" Patrz Stapor K.: Automatyczna klasyfikacja obiektow. Exit, Warszawa 2005, str. 60.



FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA — PRZYKtAD

Dane s3 dwie klasy opisane $rednimi: m; = [-3, -3]" i m, = [3, 3]" oraz macierzami kowariancji:

10 9 0
2, = {0 J i2,= {0 9}. Prawdopodobieristwa wystgpienia obiektdw z tych klas wynosza:

P(1) = P(2) = 0.5. Wyznacz funkcje dyskryminacyjne i powierzchnie decyzyjne klasyfikatora
Bayesa.

Korzystamy ze wzoru (*) pomijajac InP(i).

Obli s Lo s 19 0 |Z, [F1, |Z, |=81, stad
iczam = , = , =1, =381, s
Y 01 0o /9" ' ? ?

1 x1+3T 1 0[x+3| 1 1 X +3
=-= -—Inl=-= -0=
%09 2{x2+3} [Eo J[Exgs} 2" 2[X1+3‘X2+3][Ex +3} 0

2

=—§((x1+3> (x +3)+(x,+3) Eaxz+3>)=—§((xf+6x1+9)+(x§+6x2+9>)=—§(xf+x§+6x1+6xz+18>

1[x-3] [9 0][x-3] 1 1
=-= ~ZIn81=——(x2 + X2 —6x, —6x, +18 -2l
0:00=-3 % 2] 10 o[ e 5| amen=- k¢ +x-6x -6, +19 -2



FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE DLA REGULY BAYESA — PRZYKtAD

Powierzchnia decyzyjna: g;(x) — g,(x) =0

—%(xf + X +6X% +6Xx, +18) +%}(x12 +X. —6% —6X,+18)+2In3=0 /[{-18§)

8x2 +8x2 +60x, +60x, +144-36In3=0 /:4
2x7 +2x5 +15x, +15x, +36-9In3=0 -réwnanieokregu
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EMPIRYCZNY KLASYFIKATOR BAYESA

Klasyfikator Bayesa wymaga znajomosci prawdopodobienstwa a priori P(i) poszczegdlnych klas
oraz warunkowych gestosci f (x|i). W praktyce wielkosSci te sg nieznane i estymuje sie je na

podstawie zbioru trenujgcego. W ten sposdb powstaje empiryczny klasyfikator Bayesa.
Estymacja P(i) — udziat poszczegdlnych klas w zbiorze uczagcym:
N .
P(I):W' i=12,..K
gdzie: N — liczba przyktadéw w zbiorze uczacym, N; — liczba przyktadéw z klasy i w zbiorze
uczacym
Estymacja f(x]/):

* podejscie parametryczne: znana jest posta¢ funkcyjna f (x|i), nieznane sg parametry tej

funkcji. Parametry estymuje sie na podstawie zbioru uczgcego

* podejscie nieparametryczne: brak zatozen do postaci f(x|i). Funkcje te szacuje sie

metodami nieparametrycznymi na zbiorze uczagcym



FUNKCJA GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Funkcja gestoici prawdopodobienstwa f(x) (dla f(z)
rzeczywistych zmiennych losowych) — funkcja, ktoéra
pozwala wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze
zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu

(a, bl:

P@<Xsm:ﬁumw.

Im zmienna losowa czesciej przyjmuje wartosci z
otoczenia liczby x, tym wartosc f(x) jest wieksza.

Funkcja f(x) spetnia warunki:

f(x)= 0 dlakazdegox

[:f(mdle

Pla< X <b) = /6)"(1-)«1:1:
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PARAMETRYCZNA ESTYMACJA FUNKCJI GESTOSCI

Parametryczna procedura estymacji f(x) polega na arbitralnym wyborze typu rozktadu’ (np.
normalny, jednostajny, tréjkatny, beta) i ustaleniu wartosci jego parametrow.

W przypadku wielowymiarowego rozktadu normalnego szukamy wartosci dwéch parametréow
dla kazdej klasy (niezaleznie): wektora Srednich oraz macierzy kowariancji:

N, )
m, :NLZX:, i =1,2,....K (numeklasy)
i 1=l
Ni

zi :NiZ(x: —m) -m)T, i=12,..K

i l=1
gdzie x, sg przyktadami ze zbioru trenujacego nalezgcymi do klasy i.

Dane wystepujace w praktyce mogg wyraza¢ specyficzne rozktady, do ktérych trudno
dopasowac rozktady standardowe. Wtedy stosuje sie nieparametryczne metody estymacji
gestosci.

" Standardowe typy rozktadéw mozesz podejrze¢ w Matlabie uruchamiajac narzedzie disttool.
11



NIEPARAMETRYCZNA ESTYMACIJA FUNKCJI GESTOSCI —
HISTOGRAM

Najprostszg forma nieparametrycznej estymacji gestosci jest histogram. Aby go utworzy¢ zakres
zmiennej x dzielimy na rowne przedziaty o dtugosci h. Nastepnie zliczamy ile przyktaddéw
uczacych lezy w poszczegdlnych przedziatach (N)). Stupek reprezentujgcy /-ty przedziat ma
wysokosc N,.

h=1 h=0.5 h=0.2

60 40 15
30 1

40 1 10

z Z 20 1 =z

20 1 5

10 1
0 ‘ 0 0 m
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X

Estymator funkcji gestosci otrzymany na podstawie histogramu ma postac:
N
f(x)=—1L
(x) NN

gdzie | jest przedziatem do ktérego nalezy x

Np. gestos¢ w punkcie x = 5.2 oszacowana na podstawie powyzszych trzech histogramow
wynosi: 42/(2500)=0,168, 20/(250I0,5)=0,16 oraz 9/(250[0,2)=0,18
12



NIEPARAMETRYCZNA ESTYMACJA FUNKCJI GESTOSCI —
ESTYMATORY JADROWE

Estymacja gestosci za pomocy estymatoréw jadrowych polega na ,rozpieciu” nad kazdym
przyktadem uczacym x, pewnej funkcji K, zwanej jagdrem, ktéra spetnia warunki:

* jest nieujemna, | | | i
Lor :]?;:nnegcl;nikov
= Quartic

* 0sigga maksimum w zerze, osk — Triweight

Gaussian

0.6 |-

e jest symetryczna wzgledem zera oraz

04

e 71—\
»  spetnia warunek [~ K(x)dx=1. /// | \\\

0.0

L !
-1 .0

Suma funkcji K rozpietych nad wszystkimi przyktadami uczacymi x, podzielona przez liczbe
przyktadéw i parametr szerokosci jadra h daje jadrowy estymator gestosci:

f(x)=%kZ;K(x_hxkj

13



NIEPARAMETRYCZNA ESTYMACIJA FUNKCJI GESTOSCI —

ESTYMATORY JADROWE
h=1 h=0.3 h=2
0.25 0.35 0.2
0.3
0.2
0.25 0.15
0.15 0.2
= = X 01
oo 015 -
0.1 0.05
0.05
0.05
L LN I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X

Estymator jadrowy jest mato wrazliwy na postac funkcji K. Czesto uzywa sie jadra normalnego:

1 u? (x—x j 1 (x—x.)?
Ku =——exg-—| - K k1= exg ————
v N2 F{ 2} h N2 F{ 2h?
Parametr h zwany jest tez parametrem wygtadzania. Przy duzych wartosciach h otrzymujemy

wieksze wygtadzenie funkcji gestosci. Mate wartosci h uwydatniajg szczegdty zbioru trenujgcego.
W praktyce warto$¢ h dobiera sie zaleznie od liczby przyktaddéw uczgcych N iich wymiaru n.

14



NIEPARAMETRYCZNA ESTYMACJA FUNKCJI GESTOSCI —
ESTYMATORY JADROWE

Jesli x jest zmienng wektorowg jadrowy estymator gestosci
najczesciej przybiera posta¢ sumy jader produktowych
(iloczynéw jednowymiarowych jader dla poszczegélnych =

o 2] ( j |

gdzie z [-tym wymiarem skojarzony jest parametr

wspotrzednych):

f(x)=

wygtadzania h,.
Po zastosowaniu jgder normalnych otrzymujemy:

. (X| _Xk,l)2
f(X) Nhl h (27T)n/2 z ZZ—hIZJ

W takim przypadku parametry wygtadzania mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

1

n+4 -1

h— 4 zo'IN n+4
(n+2)N

gdzie g, jest odchyleniem standardowym x; estymowanym z préby

15



PODEJSCIE NIEPARAMETRYCZNE — NAIWNY KLASYFIKATOR
BAYESA

Funkcje gestosci okreslamy dla kazdej klasy i. Jesli zatozy¢é warunkowg niezaleznosc wartosci
atrybutéw przy ustalonej klasie, funkcje gestosci mozna zapisac:

fx|)=T71f(x [i)
ﬂ j
co oznacza estymacje f(x|i) na podstawie funkcji gestosci pojedynczych atrybutéw (tzn. dla

kazdego wymiaru/atrybutu oddzielnie) w obrebie danej klasy. Takie podejscie zastosowano
powyzej w produktowych estymatorach jadrowych. Mozemy zatem zapisac:

. XI XkI
oS0

Klasyfikator wykorzystujgcy takie podejscie (zapisanie wielowymiarowej funkcji gestosci jako

iloczynéw jednowymiarowych funkcji gestosci) nazywa sie naiwnym klasyfikatorem Bayesa.

16



NAIWNY KLASYFIKATOR BAYESA

Gaussowskie rozktady atrybutéw w klasach, warunkowa

10— niezaleznos¢ wartosci atrybutow w klasach
o ® ° Y °
5
° . :\%.
HE ."Q.:.
o e o g

-10 . .
-10 -5 0
X1
15 Gaussowskie rozktady atrybutéw w klasach, rézne macierze
kowariancji w klasach, atrybuty zalezne
= 00g,..
10 1 : G
° 006"
L4 N
5 ?:i i = 004
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NAIWNY KLASYFIKATOR BAYESA
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k
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NAIWNY KLASYFIKATOR BAYESA — PRZYKtAD

Klasyfikacja zbioru danych lIris (Fisher's Iris)*

25

Macierz btedéw klasyfikacji EZIZ
(oszacowane w procedurze leave-one-out) zmm EEE e
Klasa prawdziwa . e
Klasa przewidywana | | 1 2 3 . = S ereolr
1 50 0 0 = =2 ® \irginica
2 0 46 3
3 0 4 47 05 =3
nierozpoznana 0 0 0 2
0T ; 3 s 5 6 7

x3

Odsetek poprawnie sklasyfikowanych przyktadow: 95,33%. Gdy usuniemy dwa pierwsze
atrybuty przyktadéw, pozostawiajgc atrybut xs i x, wynik klasyfikacji bedzie lepszy: 96,00%! Linie
decyzyjne dla tego przypadku przedstawia rys. powyzej.

' Poréwnaj z rozwigzaniem za pomocg drzew decyzyjnych - wyktad 3, slajdy 14-16.
19



OPTYMALNOSC REGULY BAYESA

W powyzszych rozwazaniach przyjeto, ze z kazda zfq decyzjg klasyfikatora (btedna klasyfikacjg
przyktadu z klasy j do klasy i) zwigzana byta jednakowa strata, niezalezna od i i j. Wartosc straty
odzwierciedla ujemne konsekwencje btednej decyzji.

Zatézmy teraz, ze rozwazamy przydzielenie przyktadu x do klasy i. Jesli jego prawdziwag klasg jest

Jj ponosimy strate L;;. Poniewaz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze klasg przyktadu jest j wynosi

P(j|x), wobec tego Srednia wartos¢ straty jakg ponosimy w przypadku przydzielenia przyktadu do
klasy i wynosi:

RG1) =L, PG 1) ()

R(i|x) nazywa sie ryzykiem warunkowym.

Naszym celem jest teraz wybranie takiej klasy i, dla ktérej osiggamy minimum R(i|x). Klasyfikator
dziatajacy wedtug tej reguty nazywany jest optymalnym klasyfikatorem bayesowskim. Zaden
klasyfikator nie moze mie¢ ryzyka catkowitego mniejszego niz ryzyko catkowite klasyfikatora
bayesowskiego.

20



OPTYMALNOSC REGULY BAYESA

Jesli przyjmiemy prostg funkcje straty:

. _ |0, gdyi=]j
"L gdyi #

otrzymamy:

RG10= Y PG 1X)=1-PG |x)

j=Lj#

Minimum tego ryzyka osiggane jest dla maksimum prawdopodobienistwa a posteriori P(i |X) i

reguta klasyfikacji sprowadza sie do tej rozwazanej wczesniej (patrz slajd 3).

21



KLASYFIKATOR BAYESA — PRZYKtAD

Lekarz ma zdiagnozowac¢ pacjenta na podstawie dwodch 10
symptomoéw chorobowych x; i x,. Zbidr trenujgcy obejmujacy
ludzi chorych na chorobe A (klasa 1 - niebieska), chorych na
chorobe B (klas 2 - czerwona) i zdrowych (klasa 3 - zielona) ~ ol.

pokazano na rysunku.

Choroba A wymaga wykonania skomplikowanej i kosztownej,
ale ratujacej zycie operacji, natomiast choroba B — prostego 10 s 0 5 10

leczenia farmakologicznego.

* Btedne zaklasyfikowanie osoby zdrowej do klasy choroby A wigze sie z duzg strata:
L,3=0,9 (zbedna operacja) .

* Btedne zaklasyfikowanie osoby zdrowej do klasy choroby B wigze sie z mafg strata:
L,3=0,1 (nieszkodliwe leczenie).

* Btedne zaklasyfikowanie osoby chorej na A do klasy choroby B wigze sie z duzg strata:
L,1=1,0 (brak ratujacej zycie operacji).

22



KLASYFIKATOR BAYESA — PRZYKtAD

* Btedne zaklasyfikowanie osoby chorej na B do klasy choroby A wigze sie z duzg stratg:
L;,=0,9 (zbedna operacja).

e Btedne zaklasyfikowanie osoby chorej na B do klasy oséb zdrowych wigze sie z niewielka
strata: L3, = 0,3 (brak leczenia).

e Btedne zaklasyfikowanie osoby chorej na A do klasy oséb zdrowych wigze sie z duzg
strata: L3, = 1,0 (brak ratujgcej zycie operacji).

» Zaklasyfikowanie poprawne nie przynosi straty: L;;=0

Straty mozemy przedstawié w macierzy strat:

L, Ls| [0 09 09
L=l L, L|=|1 0 o1
L, Ly, Ly| |1 03 0O

23



KLASYFIKATOR BAYESA — PRZYKtAD

Ryzyka warunkowe wyznaczone dla poszczegdlnych klas ze wzoru (**) pokazano na rysunkach:

02 -"" | -~ AN
1 oo
0.15 | RN
- | RS
—_ ! ! — —
Z o | [RES- :
-4 0 4 > T T
0.05 ! R
s X
0 W
10 ! ‘3\\\‘\‘\‘!“!“02% ‘
10
X, <10 -10 X,
10
5
Obszary decyzyjne:
L0

-10
-10 -5 1] 5 10
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KLASYFIKATOR BAYESA — PRZYKtAD

Przypus¢my, ze rozwdj medycyny pozwolit chorobe A leczy¢ farmakologicznie zamiast
operacyjnie oraz, ze leczenie farmakologiczne choroby B przynosi bardzo grozne skutki uboczne.
Powoduje to zmiane wartosci strat: L,,=0,3, L13=0,2,L,3=0,9,iL,1 =0,9. Macierz strat:

0 03 02
L=={09 0 09
1 03 O

Taka zmiana wartosci strat wptywa na ryzyka warunkowe i linie decyzyjne separujace klasy:
10
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