SYSTEMY UCZACE SIE

WYKLAD 5. UCZENIE SIE APROKSYMACJI FUNKCJI — MODELE LINIOWE




METODY APROKSYMACII

Metody aproksymacji pod wzgledem sposobu reprezentacji funkcji aproksymowanej:

parametryczne, w ktérych hipoteza reprezentowana jest przez wektor liczb rzeczywistych
— parametréw modyfikowanych w trakcie uczenia, na podstawie ktérych obliczana jest
wartos¢ funkcji dla dowolnego punktu z dziedziny,

pamieciowe (memory-based, instance-based, similarity-based, lazy learners),
przechowujace zbidr przyktadéw uczacych i wyznaczajgce wartos¢ hipotezy na podstawie
przyktaddw najbardziej podobnych do przyktadu wejsciowego,

symboliczne, oparte na symbolicznej reprezentacji funkcji, np. w postaci drzew
decyzyjnych.



METODY PARAMETRYCZNE

Zatozenie

* przykfady opisywane sa wektorami liczb rzeczywistych (atrybutéw) x = [1, x4, Xy, ..., Xa]"

* hipoteza reprezentowana jest wektorem liczb rzeczywistych (parametrow, wag). W
modelu liniowym: w = [wy, wy, wy, ..., w, ]’

Uczenie sie

Uczenie sie polega na modyfikowaniu wag na podstawie przyktadéw trenujgcych.
Cel —zmniejszenie btedu aproksymacji, np.:

Eh) =5 (100 ~h, ()’

xOP

gdzie: f(x) jest wartoscig funkcji docelowej dla przyktadu x, a h,(x) = F(X,w) jest wartosciag

hipotezy przy wagach w dla przyktadu x.

Poniewaz f(x) jest zwykle nieznana w jej miejsce podstawiamy y (y = f(x) + &).



METODY PARAMETRYCZNE

Proces uczenia sie czesto wykorzystuje regute spadku gradientu (patrz — perceptron).

OE OE oE
ow, ow,  ow

n

Gradient DE(hN):{ } ze znakiem ujemnym wskazuje kierunek "przesuniecia"

wag:

w — w-n0E(h,)
w o w+nY (f(x)-h, (x)0,h, (x)

xOP
gdzie 77> 0 jest wspotczynnikiem uczenia.

Powyzsza reguta nosi nazwe uogolnionej reguty delta. Reprezentuje ona ogdlny algorytm
uczenia sie w parametrycznych aproksymatorach funkcji (tryb epokowy — wagi modyfikowane sg
po kazdej epoce). Jego konkretyzacja zalezy od funkcji F, czyli od charakteru zaleznosci hipotezy
od w.

Regute te mozna zastosowad w trybie inkrementacyjnym (adaptacja wag po prezentacji kazdego
przyktadu): w « w+7(f(x)-h,(x))0,h, (X)



APROKSYMATOR LINIOWY (PERCEPTRON)

Hipoteza ma postac:
h, (X) =w'x =) wx,
i=0

Gradient hipotezy:

oh, oh, oh,

ow, ow,

o]

Reguta delta (zwana reguta Widrowa-Hoffa, adaline lub LMS) dla hipotezy liniowe;j:

tryb epokowy tryb inkrementacyjny

Wew+7) (y=wix)x  lub  w « w+7(y-w'x)x
xOP



UCZENIE PERCEPTRONU

Tryb epokowy

Tryb inkrementacyjny

1. Wybierz losowo w, ustal 77
2. Powtarzaj
21. A=0,E=0
2.2. Powtarzajdlai=1,2,..., N
A=A+(y, —W'X)X,
E=E+(y, -w'x,)?
23. W~ w+7A

2.4. Jedli osiggnieto warunek stopu, to
zakoncz

1. Wybierz losowo w, ustal 77
2. Powtarzaj
21. E=0
2.2.Powtarzajdlai=1,2,...,N
E=E+(y -w'x,)?
W e wn(Y, ~WX)X,

2.3. Jesdli osiggnieto warunek stopu, to
zakoncz

Warunek stopu: osiggnieto k. iteracji lub przez ostatnie K iteracji nie osiggnieto znaczacej

poprawy rezultatu lub E < Ep,y.




MODEL REGRESJI LINIOWE)J

W regresji wagi wyznacza sie w sposob analityczny.
Btad aproksymacji mozemy zapisacd:

E(h,)=D.(y- h, (X))° = (Y = Xw)T (Y = Xw) = YTY = 2(Xw)"Y + (Xw)" Xw

xOP

gdzie:
1 X, .. X,
_ T . . . _ 1 X1 o X . ,
Y =[V¥,, Yo, Yy] — Wektor pozadanych odpowiedzi, X = — macierz przyktadow
1 Xy - Xyn

Przyréwnujac pochodng btedu do zera —X'Y +X"Xw =0 otrzymujemy wagi modelu regresji
liniowej:

w=(X"X)XTY

Uwaga: Jesli kolumny X sa liniowo zalezne, to wyznacznik macierzy X'X jest zerowy i macierzy tej nie
mozna odwrdcic.



MODEL REGRESJI LINIOWE)J

Dla przypadku jednowymiarowego (n = 1) otrzymujemy:

2 (% =X)(y; V)

W1: = N
Z(yi-s‘/)

» Wo =Y~ WX

gdzie i oznacza numer przyktadu uczacego, X i y to wartosci Srednie w zbiorze uczgcym.



REGRESJA KROKOWA

Problem: duza liczba atrybutéw (zaleznych od siebie, nie wptywajacych na zmienng wyjsciowg y)
Cel: wybrac¢ niewielki podzbiér atrybutow, ktéry pozwoli uproscic model zachowujac jego
doktadnosé.

Regresja krokowa (stepwise regression) pozwala wytoni¢ w procedurze krokowej atrybuty
istotne i zbudowad na nich model liniowy, ktéry zapewnia najmniejszy btad regres;ji.

Konstrukcja modelu regresji krokowej moze przebiegaé w trzech trybach:

* Krokowe dodawanie atrybutow —

1. Ustal @ = {x;, X, ..., X,} — zbidr atrybutéw kandydujacych i Q = [ — zbiér atrybutdow
istotnych

2. Powtarzaj dla kazdego x; L1 ®:
2.1. Zbuduj model z wykorzystaniem wszystkich atrybutéw z Q i i-tego atrybutu z ®;

odnotuj btad tego modelu

3. Jedli nie nastgpita poprawa modelu w p. 2 — zakonicz

4. Wybierz atrybut z @, dla ktérego nastgpita najwieksza poprawa modelu i przenie$ go z
® do Q



REGRESJA KROKOWA

5. Powtérz kroki 2-5

* Krokowa eliminacja atrybutéw —

1. Ustal Q = {xq, x,, ..., X,} — zbidr atrybutéw istotnych

2. Powtarzaj dla kazdego x; [1 Q:
2.1. Zbuduj model z wykorzystaniem atrybutéw z Q pomijajgc i-ty atrybut; odnotuj

btad tego modelu

3. Jedli nie nastgpita poprawa modelu w p. 2 — zakoricz

4. Wybierz atrybut z Q, po pominieciu ktérego nastgpita najwieksza poprawa modelu i
usun goz Q

5. Powtdrz kroki 2-5

* Naprzemienne uzycie dwu powyzszych trybdéw

Miarg poprawy modelu jest tzw. p-wartos¢ (liczbowe wyrazenie istotnosci statystycznej) testu
statystycznego F-Snedecora’ (stosuje sie tez inne kryteria).

’ patrz: Jozwiak J., Podgérski J.: Statystyka od podstaw. PWE 2001, str. 403
10



REGRESJA GRZBIETOWA

Problem: duze wagi w; (co do modutu) sprawiajg, ze wyjscie y jest wrazliwe na mate zmiany
wejsc x;
Cel: zmniejszy¢ wagi (co do modutu)

W regresji grzbietowej (ridge regression) kryterium zawiera sume kwadratow wag jako sktadnik
kary+:

Eth,) =Y (y-h,(x)° +;|iwf = (Y = Xw) (Y = Xw) + w'w

xaOP
gdzie A =0 jest parametrem okreslajgcym stopien uwzglednienia kary w kryterium.
Dla A = 0 otrzymujemy zwykty model regresji liniowej; dla A = o otrzymujemy zerowe wagi.

Aby wyréwnacé wptyw poszczegdlnych wag na wartos¢ kary przed wykonaniem obliczen nalezy
sprowadzi¢ wartosci wszystkich atrybutéw do tej samej skali (wariancja prébkowa wszystkich
atrybutéw powinna wynosié¢ 1).

' Zapis w postaci macierzowej wymaga wczesniejszego wyeliminowania wyrazu wolnego wy i scentrowania atrybutéw. Wtedy
macierz X ma rozmiary Nxn, a w — NX1. Szczegdty w [Tib].
11



REGRESJA GRZBIETOWA

Wagi minimalizujgce powyzsze kryterium wyznacza sie ze wzoru:
w=(X"X+A)*X"Y
gdzie | jest macierzg jednostkowg (z jedynkami na przekatnej) o wymiarach nxn.

Optymalng warto$¢ parametru A dobiera sie w procedurze kroswalidacji.

Rys. Przyktadowe wartosci wag dla réznych wartosci A.  Rys. Wartosci wag (od lewej): rzeczywiste, estymowane
w regresji liniowej, estymowane w regresji grzbietowej
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REGULARYZACJA

Wzbogacenie kryterium o kare w postaci sumy kwadratédw wag nazywa sie regularyzacjg
Tichonowa. Regularyzacja zapobiega przeuczeniu modelu (nadmiernemu dopasowaniu).

Regularyzacja pozwala zredukowac btad sredniokwadratowy (MSE). Odbywa sie to poprzez
redukcje wariancji, chociaz obcigzenie modelu wzrasta.

Btagd MISE mozna zapisac jako:

E[(f (x) ~h(x))] = (EIn()] - T (x))? + EL(h(x) ~ E[n()])?]
,VEE Kwadrat:bciqzenia Wari\afncja °
(mean squared error) (bias)’ (var)
gdzie E(.) oznacza wartos$é oczekiwana. S
Wariancja informuje jak wrazliwy jest model na drobne ,
zmiany w zbiorze uczacym. °© ~--- Linear MSE
—— Ridge MSE
L. X . . . . —— Ridge Bias"2
Obcigzenie informuje jak doktadny jest model dla 2 - — — Ridge Var
réznych zbiorow uczacych. [l, ; 1|0 1|5 2|0 2|5
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LASSO

LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) jest metoda regularyzacji modelu
regresji liniowej, w ktorej kryterium zawiera sume modutdw wag jako sktadnik kary:

E(h,) =Y (v =1, 00)° 4w

xOP

Wprowadzenie kary w postaci sumy modutéw
zamiast sumy kwadratdow wag ma ciekawe
konsekwencje. W regresji grzbietowej wagi
zmniejszajg sie waz ze wzrostem A, ale nigdy
nie osiggajg zera. W LASSO wagi moga sie
zerowac przy odpowiednio duzych
wartosciach A. LASSO jest jednoczes$nie
algorytmem regularyzacji i selekcji atrybutow
(atrybuty z zerowymi wagami nie s3g
uwzgledniane w modelu).
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Podobnie jak w regresji grzbietowe] redukcja
MSE odbywa sie poprzez redukcje wariancji,
chociaz obcigzenie modelu wzrasta.

Wyznaczenie wartosci wag minimalizujacych
kryterium uzywane w LASSO nie jest mozliwe

na drodze analitycznej jak w regresji

grzbietowej lecz wymaga algorytmu

iteracyjnego.

LASSO

Rys. Wartosci wag (od lewej): rzeczywiste, estymowane
w regresji grzbietowej, estymowane w LASSO
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Elastyczna siec (elastic net) taczy regresje grzbietowg z LASSO. Sktadnik kary ma tutaj postac:

Y (@] + @-a)w?)

gdzie a 1[0, 1]. Dla @ = 0 otrzymujemy regresje grzbietowg, dla a = 1 otrzymujemy LASSO.
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Rozszerzona reprezentacja polega na wzbogaceniu przyktadéw o dodatkowe atrybuty, ktore sg
funkcjami atrybutéw oryginalnych, np: X2, 2, xix;, log(x;), sin(x;), 1/x; itd.

Model zbudowany na rozszerzonych przyktadach, np. x =[xy, x;, X12, X, X1 postaci:

ROZSZERZONA REPREZENTACIA

_ 2 2
h,, (X) = WX + W, X, +WoX + W, X5 +WeX X, + W

to nadal model regresji liniowej, choé zaleznos¢ pomiedzy x a y, ktdérg wyraza nie jest liniowal
Wagi takiego modelu estymujemy opisanymi powyzej metodami regresji i aproksymacji liniowej.

3.5

h(x) = 9x3 - 5x% - 3x + 2

h(x) = W,yZ, + WoZ, + WaZy + Wy
- 2 - - o 2
A z,= exp(x“)/x, z,= In(1/x), 23= sin(12.8x“)

w,y =‘ -0.5, w, :‘2.6, W, = :‘1.4, Wy = -2

0.2 0.4 0.6 0.8
X
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