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FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE | MASZYNA LINIOWA

Cel klasyfikacji liniowej

Wyznaczy¢é w przestrzeni przyktadéw X powierzchnie dyskryminacyjng (liniowg) rozdzielajaca

przyktady z réznych klas.

Powierzchnie dyskryminacyjne mozna okresli¢
posrednio na podstawie poréwnan wartosci K
funkcji dyskryminacyjnych gi(x), g.(x) , ...,
g«(x) zdefiniowanych dla kazdej klasy.

Funkcja dyskryminacyjna g;(x) ma te wtasnos¢,
ze dla wszystkich przyktadéow nalezacych do
klasy i zachodzi:

g(x)>9,(x), 1,j=12..,K,i#]
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FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE | MASZYNA LINIOWA

Funkcje dyskryminacyjne gi(x) i gj(x) przylegtych obszaréw decyzyjnych definiujag powierzchnie
dyskryminacyjng rozdzielajgca te obszary:

g, (x) = g;(x)

Przyjmijmy, ze kazda klasa reprezentowana jest przez punkt prototypowy P; = [p;1 pi2 ... Pinl, NP.
srodek klasy:

N
mk:Ninl", k=12,...,K (numerklasy)
k 1=1

gdzie N, jest liczbg przykladdéw z klasy k; liczbe wszystkich przyktadéw oznaczmy N.

Maszyna liniowa oblicza odlegto$¢ pomiedzy przyktadem x, a kazdym punktem prototypowym.
Przyktad zostaje zaliczony do tej klasy, ktdrg reprezentuje najblizszy punkt prototypowy.

Niech miarg odlegtosci bedzie kwadrat odlegtosci euklidesowej:

xR P=(o-R) (=P =x'x-267x + PR



FUNKCJE DYSKRYMINACYJNE | MASZYNA LINIOWA

Niezalezny od klasy sktadnik x'x mozna pomingé i przyjaé, ze pozostato$é ze znakiem
przeciwnym podzielona przez 2 bedzie petni¢ role funkcji dyskryminacyjnej:

0,(x) = P/x~05R'P,

Jest to funkcja liniowa ze wspotczynnikiem kierunkowym a; = P; i wyrazem wolnym
a,"o = _05PITP| .

Powierzchnie dyskryminacyjng rozdzielajgcg dwa przylegte obszary opisuje rdwnanie:
P'x-05P"P, =P/x-0.5P P,

W przypadku przyktadéw dwuwymiarowych x = [x;, X,]" linia decyzyjna pomiedzy klasa 1 i 2 ma
postac:

P+ ProXe —0.5(PF + PPy) = PoaX + ProX —0.5(p5, + ps,)

- (pz,l - pl,l)xl + 0-5( p12,1 + p12,2 - p22,1 - p22,2)
Pi2= P22

%



MASZYNA LINIOWA

Klasa

Liniowa separowalnos¢
Jedli istnieje K liniowych funkcji dyskryminacyjnych gi(x) o postaci a'x + aq, takich ze:
0;(x)>g;(x) dlakazdegox Uklasyi, i,j=12,...,K,i# |

to obszary zawierajgce wytgcznie punkty z jednej klasy (tzw. obszary decyzyjne) sg liniowo
separowalne.



MASZYNA LINIOWA — PRZYKtAD

Dane sg punkty prototypowe: P; = [2, 10]', P, = [-5, 2]", P; = [5, =5]". Zaprojektuj maszyne
liniowa.

Wagi funkcji dyskryminacyjnych:

a11=2,01,=10,0a,0= —05P/P, =52 - g,(X) = 2x, +10x, —52
0,1=-5,0,,=2,0,0= —05P, P, =-14.5 - 0,(X) = -5x, +2x, -14.5
031=5,03,=-5,030= _0-5P3T P, =-25 - 05(X) =5x%, —5%, =25
Linie decyzyjne: o
S,:9,(X)—9,(X)=0 - 7x, +8x,—-37.5=0 KI. 1
5
S5 = 0:(¥)~85(x) =0 - —3x, +15x, ~27=0
S, 3= 9,(X) = 95(X) =0 - —10x, +7x, +10.5=0 $ o
BT KI.3
ESEEAY i
Klasyfikacja nowego przyktadu x* = [0, 2]: S
g,(x*) =-32, g,(x*) =-10.5, g,(x*)=-35 - x [J klasy 2 o
-10 -5 0 5 10



REGUtA PERCEPTRONOWA

Parametry maszyny liniowej wyznacza sie na podstawie punktéw prototypowych w sposdb
analityczny. W regule perceptronowej wartosci  wspodfczynnikdw  hiperptaszczyzny
dyskryminacyjnej uzyskuje sie w procesie uczenia z nauczycielem na podstawie zbioru
trenujgcego.

Reguta klasyfikacji w przypadku dwdch klas ma postac (tzw. dychotomizator):

a'x>0 OxOklasy1
a'x<0 OxOklasy 2

gdZie: X= [le X2, ...,an 1]TI a= [all aZ, . an, aO]T
Szukamy takich wspoétczynnikéw, ktdre minimalizujg kryterium:

J@=>Ja'x

x0z

gdzie: Z - podzbidr przyktadow niepoprawnie klasyfikowanych, & = -1, jeslix O klasy 1i &, = +1,
jeslix U klasy 2.



REGUtA PERCEPTRONOWA

Do znalezienia minimum mozna zastosowal algorytm najwiekszego spadku gradientu. W
kolejnych iteracjach tego algorytmu modyfikujemy wspodtczynniki, do momentu osiggniecia
minimum kryterium (poprawnej klasyfikacji wszystkich przyktadéw uczacych).

AN
da, 0a,  da,

przesuniecia"

Gradient DJ(a):{ } ze znakiem ujemnym wskazuje kierunek

wspotczynnikéw:
a—a—-nid)
gdzie 77> 0 wspodtczynnikiem uczenia.
Poniewaz [J(a)= dex perceptronowg regute

x0z

uczenia mozemy zapisac:

a—a-ny ox

x0z




REGUtA PERCEPTRONOWA — ALGORYTM

1. Wybierz losowo a, ustal 7.
2. Powtarzaj
21.z2=01
2.2. Powtarzajdlai=1,2,..., N
2.2.1. Jesli 5 a'x, 20,toZ=z0{x}
2.3. JesliZ =0, to zakoncz

24. a—a-ny dx

xdz
* Algorytm przerywa dziatanie, gdy znajdzie jakgkolwiek ptaszczyzne separujaca klasy.

e Jesli przyktady sa liniowo separowalne, algorytm zawsze znajduje rozwigzanie w
skonczonej liczbie krokéw (jest zbiezny).



REGUtA PERCEPTRONOWA — ALGORYTM DLA WIELU KLAS

W przypadku K klas liniowo separowalnych oczekujemy:

a'x>a,'x dlakazdegox Oklasyi, i,j=12,..,K,i #
1. Wybierzlosowo a;dlaj=1, 2, ..., K, ustal 7.
2. Powtarzaj

2.1. Powtarzajdlai=1, 2, ..., N

2.1.1. Jesli x; ma klase j i dla pewnych | zachodzi
a,'x, <a'x; (btedna klasyfikacja), to:

a, < a —1X

2.2. Jesli w petli 2.1 nie nastgpita modyfikacja zadnych
wspotczynnikdéw a, to zakoncz.

10



REGUtA PERCEPTRONOWA — PRZYKtAD

Przeprowad? trening perceptronu dla przyktadéw nalezacych do trzech klas: x; = [10, 2, 1],
X, =[2,-5,1]", x3=[-5, 5, 1]". Przyjmij 17 = 1 i wspotczynniki startowe a; = [1, -2, oJ',
a2 = [OI '11 -2]TI a3 = [11 3r 1]T

Przedstaw decyzje perceptronu i wspdtczynniki w kolejnych iteracjach. Przedstaw linie
dyskryminacyjne. Zobrazuj rozwigzanie na wykresie.

11



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Idea klasyfikacji Fishera

Znajdz kierunek a w przestrzeni przyktadow X,
ktory po zrzutowaniu na niego przyktadow
pozwala najlepiej rozdzieli¢ przyktady obu
Miara uwzglednia

klas. separowalnosci

miedzy  klasami i  rozrzut

przyktaddéw wewnatrz klas.

odlegtosci

Kierunek a to wektor wspdtczynnikéw
stojacych przy zmiennych w réwnaniu proste;j
w postaci ogdlnej. Prosta dyskryminacyjna

jest prostopadta do tego kierunku.

X X
X
&
++m
[
X X
X

o
[©]
o [©]
o
m, © o)
®. O
o
0o
[0}
X
x
L x O
prosta
dyskryminacyjna
ax+a,=0

X,

12



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Tok potepowania

Metoda wymaga podziatu zbioru trenujgcego na dwa podzbiory: A — przyktady z klasy 1, B —
przyktady z klasy 2. Zbior przyktadow nalezgcych do danej klasy reprezentuje srodek klasy m i
macierz kowariancji S informujaca o ich rozrzutach w réznych kierunkach.

1. Wyznaczamy s$rodki klas jako srednie wektorowe przyktadéw nalezgcych do poszczegdlnych
klas:

Ny
m, :in,", k =1,2 (numer klasy)

e

gdzie N, jest liczbg przykladdéw z klasy k; liczbe wszystkich przyktadéw oznaczmy N.

2. Jako miary rozrzutu przyktadéw w klasach wyznaczamy macierze kowariancji:

1
S = Z(Xk,l -m,)(Xy, -m,)", k=12
Nk _1|:1

13



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Wyznaczamy macierz kowariancji wspdlnej dla obu klas:

W = (Nl _1)81 + (Nz _1)82
N-2

Miara rozproszenia przyktadéw wzdtuz kierunku a jest wielko$¢: a' Wa.
Znajdz kierunek a, dla ktérego wyrazenie

T T 2
(@m,-am,)
a'Wa

(*)

osigga warto$¢ maksymalng. Zachodzi to wtedy, gdy kwadrat odlegtosci pomiedzy srednimi
klas my i m, zrzutowanymi na ten kierunek (licznik) jest jak najwiekszy, a rozrzut przyktadow
wzdtuz tego kierunku (mianownik) jest jak najmniejszy.

Reguta klasyfikacji: zrzutuj $rednie m; i m, oraz nowy przyktad x na kierunek a, zmierz
odlegtosci pomiedzy x i Srodkami m, wzdtuz kierunku a: |a"x—a"m, | i zaklasyfikuj x do tej

klasy, ktérej sSrodek lezy blizej.

14



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Prosta (ptaszczyzna, hiperptaszczyzna) dyskryminacyjna wynika z p. 5 — jest to pfaszczyzna
prostopadta do kierunku a, przechodzaca przez $rodek odcinka faczgcego a'm, i a'm,.

Wyznacza jg réwnos¢:
‘5.TX - 5Tml‘ = ‘5Tx -a'm,

Przyrownujgc pochodne kryterium (*) do zera mozina znalezé kierunek optymalny:

a= W‘l(m2 —m,), wobec czego rownanie ptaszczyzny dyskryminacyjnej mozna zapisac:
(m, —=m))W 7 [x-05(m, +m,)] =0

Czyli jesli dla naszego przyktadu x zachodzi: (m, —m,)W *[x—0.5(m, +m,)] >0 klasyfikujemy go
do klasy 2. Gdy zachodzi nieréwno$¢ odwrotna przyktad klasyfikujemy do klasy 1.

Réwnanie prostej dyskryminacyjnej w przypadku dwuwymiarowym (prosta o wspotczynnikach
a, przechodzaca przez $rodek odcinka tgczacego m; i m,):

5. 1A
X, =207 ogsie g, =-3 MM *m;
a, 2

15



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Problem wielu klas

Dla wszystkich mozliwych zestawdéw par klas
tworzy sie odrebng ptaszczyzne dyskryminacyjna.
W obliczeniach przyjmuje sie wspdlng dla
wszystkich klas macierz kowariancji
wewnatrzgrupowe;j:

1 K
W=—— N, -DS
o (N DS,

gdzie K to liczba klas.

Kazda hiperptaszczyzna klasyfikuje przyktad do
jednej klasy. Jako klase przyktadu wybiera sie
klase wiekszosciowa.

16



FISHEROWSKA DYSKRYMINACJA LINIOWA

Ograniczenia

* Metoda Fishera zaktada, ze macierze kowariancji wewnatrz klas sg identyczne, a rozktady
klas sg gaussowskie i jednomodalne:

-+ S

e Metoda zawodzi, gdy wiecej informacji o potozeniu klas

L

zawartych jest nie w ich $rodkach, ale w wariancji: \




